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Uber einen SatzLder statlstlsehen D ynamlk und seme
Erwelterung m der Quantentheorle. -
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Von “AX PLA’\TCK

Einleitung und Inhaltsiibersicht.
In seiner Theorie’ der Brownschen Bewegung hat Hr. A. Ensteix! fiir
den_ stationfiren Zustandeiner-groBen Zahl gleichbeschaffener Systeme,
- die kleinen schinellen zufilligen #uBeren Stérungen unterworfen sind, einen
selir fruchitbaren Satz entwickelt, der spiter von Hrn. A. Foxker? auf den -
Fall verallgemeinert worden ist, daB3 die Wirkung ¢iner fiueren Stérung
wesentlich mit abhéingt” von' dem jeweiligen Zustand des von ihr be-
troffenefi Systems. Allerdings hat Foxker in der angefiilirten Publika-
tion nur die Fassung des verallgemeinerten Satzes mitgeteilt, nicht aber
einen Beweis dafiic gegeben, welch letzteren er fiir eine spiitere Ge-
legenheit baldigst in Aussicht stellte. Seit jener Mitteilung sind einige
Jahre verstrichen, ohne daf meines Wissens die angekundlgte Beweis-
fihrung verdflentlieht wurde. Da nun der erwiihnte Satz, namentlich
. in seiner allgemeinen Fassung, fiur die statistische Dynamik eine wich-
tige Bedeutung besitzt — ich selber habe ilin schon zu wiederholten
Malen benutzt —, und da anderseits seine Richtigkeit, wie mir brief-
liche Mitteilungen aus Fachkreisen gezeigt haben, in Zweifel gezogen
wird, so scheint es mir von Wert, einen Beweis desselben zn veroifent-
lichen. Dies ist der erste Zweck der folgenden Arbeit.

Sodann habe ich versucht, den Satz so zu erweitern, dafl er auch
vom Standpunkt der Quantentheorie aus die notigen Anhaltspunkte zur.
Bestimmung des stationiiren Zustandes liefert. Hier ist allerdings ein
Vorbehalt zu machen. Wenn man sich auf den Standpunkt stellt, da@3
die Quantentheorie nur ganz bestimmte, die sogenannten »statischen«
Zustiinde der Systeme, z. B. bestimmte Rotationsgeschwindigkeiten, be-
stimmte Amplituden, zuliBt, so ist cin Satz, wie der hier in Rede
stehende, iiberhaupt sinnlos, da dieser ja von kleinen /,ustandqdnde-
rungen handelt und solche -gar nicht eintreten kénnen, wenn der Zn-

A. EixstEIN, Ann d. Phys. 19, S. 37, 19006,
A. Forker, Ann. d. Phys 43, S. 812, 1914.

1
2

subito e.V. licensed customer copy supplied for Universitat Augsburg (HSL03X03%54)



- Pranck: Uber einen Satz der statistischen Dynamik = 325

stand schon von vornherein: durch.cine Quantenzahl festgelegt ist.” Dann
handelt es ‘sich’ vielmeht.immer nur: um :endlivhe. Spriinge von.einem
statischen Zustand: in: einen ‘anderen, .und fiir solche versagt: dle in .un-
serem - Satz - angewendete :Betrachtungsweise: vonr -vornherein. . -
"Nimmt .man .aber. an;.daf3 nach.der Quantentheorie-die Vorg'inge
der Emstrahlung (Absorption)-ganz: nach den Gesetzen der klassischien
Theorie verlaufen, und da nur die der: Ausstrahlung (Emission). ge-
wissen Quantenforderungen geniigen, -so erweist sich der EiNsTEIN-
Foxkersche Satz als ungemein ‘hiitzlich. " Diese Voraussetzung ist nun,
wie in meinen letzten Arbeiten iiber diesen Gegenstand, so auch hier
gemacht worden. Ich will damit nicht behaupten, da ich dieselbe
fir physikalisch zutreffend halte; ja, es gibt eine Reihe von Erschei-
. nungen, welche vielmehr dafiir zu sprechen scheinen, da} die Zustiinde
der Systeme sich nur sprungweise #ndern konunen. Aber es ist mir
trotz aller Bemiihungen noch nicht gelungen, einen entscheidenden Be-
weis fiir die Unzuliissigkeit stetiger Zustandsinderungen aufzufinden,
im Gegentell haben sich bei niiherer Priifung einige der fraglichen Er-
scheinungen als vollstindig erklirbar durch die klassischen Absorptlons-
gesetze ergeben, und ich ghube daher an diesen so lange festhalten zu
sollen, als sich aus ihnen kein direkter Widerspruch mit der Erfahrung
ergibt, und zwar um so mehr, da dies der sicherste Weg scin diirfte,
um iiber die Grenzen der Giiltigkeit der k]asswc]len Theorie vo]Istandig
ins klare-zu kommen. - ‘ '
Wenn - somit die Gesetze der Einstrahlung auch von dem hier ver-
tretenen quantentheoretlschen Standpunkt aus ihre Giiltigkeit behalten,
so wird anderseits fiir die’Emission die-Aufstellung einer besonderen
Hypothese erforderlich, fiir die ich eine Fassung entwickelt habe (§ 10),
die mir fiir die bisher von mir behandelten Falle aucrexchende Djenste
gelexqtet hat. R : B - C :
Schthllch habe ich den Emsten-F okkerschen Satz noch erweitert
§ 12ff) auf den Fall, daB der Zustand eines Jeden der S) steme nicht
von einem einzigen, sondern von zwei oder beheblg vielen Parametern
abhangt - ‘

8§ v

Wn‘ denken uns eine grofe Anzahl N vo]]kommen glelchbeqchaﬁ'e-
ner, vonemander. unabhiingiger molekularer. Systeme unregelmiiBig im
Raume verteilt. Jedes einzelne dieser Systeme sei in einer gewissen
Bewegung begriffen, deren Energie von einem einzigen Parameter g
abhiingt, in der Weise, daB die Energie zugleich mit ¢ eindcutig von
0- bis co anwiichst. ~"Man denke:-z. B, an die Geschwindigkeit eines
auf einer: festen Geraden bewegten Punktes oder.an die Drchungs-
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326 Sitzung der‘physikalisch‘-mathematischen Klasse vom 10, Mai 1917

geschwindigkeit eines um eine feste Achse sich drehenden starren Kor-
pers oder an die Energie eines einfach periodisch schwmgenden Oszil-
lators. - Dann -wird :in jedem Augenblick in der ganzen 1Menge von
Systemen eine bestimmte » Verteilungsdichte« W(g) herrschen; d. h. die
‘Anzahl derjenigen Systeme, deren Parameter gerade in diesem Augen-
blick zwischen g und. g+ dg llegen, wird dargestellt werden durch
emen Ausdruck von der Form.

. W(q)dq, S 1)

wobei’:. ‘ -
| -fW(g)dg =1, , (1a)

T\Ian kann W(g)dg auch als die Walrscheinlichkeit dafiir bezeichnen,
daB der Parameter eines in dem betreffenden Augenblick beliebig her-
ausgegriffenen Systems zwischen ¢ und ¢ --dq liegt. Wir setzen die
Funktion W(g) im folgenden . zuniichst als stetig und als dxﬁ'erentner-
'bar voraus. o ‘

Da die Systeme sich unabhanglg voneinander bew egen so bleibt
beim Fehlen iuBerer Kinwirkungen die Energie und somit auch der
Parameter ¢ jedes einzelnen Systemes zeitlich konstant, und die Ver-

' 'tellungsdlchte Wig) andert sich nicht mit der Zeit. _
- Nun wollen wir uns aber jedes der Systeme gewissen sehr kleinen
schnellen unregelmaﬁlgen Stérungen (durch StoBe, durch Bestrahlung)
ausgesetzt denken, welche die Werte der Parameter veriindern, und wollen
nach der Veriinderung fragen, welche diese Storungen in der Verteilungs-
.diclxte hervorrufen, innerhalb eines Zeitintervalls von ¢ bis ¢4 7, wel-
ches so klein ist, daB der Parameter ¢ eines einzelnen Systems sich
wihrenddem nur schr wenig &ndert, aber doch anderseits so groB,

daﬁ der Diﬂ'erentialkoefﬁzient % wiihrenddem mehrmals sein Vor-

zelchen wechseln kann.

Eine anschauliche Ube151cht tber die glelchzeltlgen /;ustande aller
Systeme und ihrer Veranderungen 146t sich gewinnen, wenn man den
Zustand jedes einzelnen Systems zu 1rgen(le1ner Zeit durch einen Punkt
mit der Abszisse ¢ auf einer gemeinsamen festen Koordinatenachse dar-
stellt. -Dann. ist die Verteilungsdichte W(g) der éysteme in irgend-
einem Zustand gleich der Dichtigkeit, mit welcher die Systempunkte
auf der Achse angeordnet sind, und die Anderung des Zustandes wird
durch die Bewegungen aller dieser Punkte bedingt. Nach den oben
.gemachten Voraussetzungen sind die betreffenden Bewegungen klein
und unregelmiiBig, d. h. die in der Zeit 7 eintretende Anderung von ¢,

!
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Praxck: Uber einen Satz der statistischen Dynamik - 327

die_wir mit r bezeichnen wollen, ist klein gegen ¢, wiihrend ander-
dq L o
l—?-r, auch nicht annihernd, gesetzt wer-
den darf. » o L Do
§ 2. -

" Natiirlich ist die »Verschlebung« r des 'Parameters q fur ver-
schiedene Systeme, auch wenn sie zur Zeit-# genau denselben Wert
von ¢ besitzen, ginzlich verschieden, und zwar wird unter N’ solchen

Systemen die Anzahl der]emgen. deren Verschiebung zwischen 7 und
;-l—dr liegt, gleich sein:

S N g0, @

{V'Obei:
+ -
» f o, (dr = 1. @)

Hier ‘bedeutet I den Betrag der grofiten Verschiebung, die {iberhaupt
in der Zeit 7 vorkommen kann, . wobei nach der obigen Voraussetzung:

seits r keineswegs gleich

R<<y. o (@)
Von der Funktion ¢,(7) wissen wir nur das eine, daBl ihr Wert
mlt wachsendem || sehr schnell abnimmt, wihrend sie sich mit ¢-
weniger stark oder iiberhaupt nicht findern wird. Wir setzen ¢, (r)
als nach ¢ differentiierbar voraus; tiber die Art der Abhingigkeit von
r enthalten wir uns jeder nitheren Voraussetzung.

$ 3

Zur Losung der im § 1 gestellten Aufgabe wollen wir nun die
Anderung berechnen, welche die Verteilungsdichte W(q) fiir einen be-
stimmten Wert von ¢ in der Zeit 7 erleidet. Zu diesem Zwecke fassen
wir alle Systempunkte ins Auge, welclie sich zur Zeit ¢ in einem Ab-

- schnitt (¢, dg). befinden, der so schmal gewihlt ist, daB3 dq sehr klein
ist gegen .den mittleren Betrag von |7|

Dann werden nach Ablauf der Zeit 7 so gut wie alle diese Punkte
den betrachteten Abschnitt verlassen haben.

Dafiir sind nach Ablauf derselben Zeit aus benachbarten Abschnitten
¢ine Anzahl Punkte in den betrachteten Abschnitt (g, dg) iibergetreten,
und diese gilt es jetzt zu berechnen.

- Wir wiihlen zur Betrachtung aus 11"endemen benachbarten Ab-
schnitt (¢", d¢’), so zwar, daB dq’ sehr klein ist gegen dg. In diesem
Abschnitt befinden sich zur Zeit ¢ nach.(1)

= N-W(g"dq'. - .. . ... .(4-21)’..
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328 Sitzung dcr'physikalisch-mathemntischeu Klasse vom 10. Mai 1917

Systempunkte. Von. diesen iV Punkten ‘werden nach Ablauf der Zeit =
alle dicjenigen sich im Abschnitt (q, dq) befinden, deren Verschiebung
r zwischen ¢-¢" und’ q+dq q" liegt, also nach (2) '

N gplg-q)-dg = N-W(g')-dq'-¢plg-q)-dg, - (ab) -
und demzufolge erhilt man die Gesamtzahl der aus allen benachbarten
Abschnitten -in” den” Abschnitt (g, 'dq) ibergetretenen Punkte;. indem
man den letzten Ausdruck uber g’ von q i bls q+ R: mtegrlert also:

. . ’ 7+1 '
ﬂ"dq-f“’(q’)}'<rq-(9~7')-dq_',. @9
r e o

oder;” wenn man statt q’ als Intefrratlonsxamab]e r=gq-¢q emfiihrt_

Xdq- f“’(q—f) pror0)-dr. (5)

Dieser Ausdruck gibt die Zahl der Sy stempunkte, welche ﬂxch zur Zent

t+ 7 in dem Abschuitt (g, dg) befinden. -~ : C

. Also ist nach (1} die gesuchte Anderung,.welche die Vextexlungs-
(hchte \14 (q) in dex Lelt erhtten hat

: »aw-r o

4y T ‘V(q r) ¢_,(r) (li—-—“’(q) S (6)

—P

Hier koénnen wir schreiben: -

. , a 2 a?.
Wig-1¢,-.() = W@, () -r 5 ETA {W(g- %(r)}-‘~ 23 (r)}
un(l crhalten du1ch hmsetzen in (6) mit Berucksnchtlgung \on {3)

oW o1 - _ o - 3
at"‘_”aq T 23q‘ e (7)
wobei zur Abkiirzung gesetzt ist:_»'die mitt]erc Verschiehung
+1I - '
, f)%(:‘)df' =r . . (8
und das mlttlere Verschlebunrrsquadrat
+E . ST ) . L
o 0rar =7, o (o)

L

Fiir die Bedeutung der Gléiéhimg (7) ist der Umstand charaktefisfisch,
dab’ die beiden Glieder auf ihirer-rechten Seite von gleicher GroGen-
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r klem lst gcgen v Dxes vurd dadurch bedmgt daf r= .grob_ ist
gegen (7)*. oder, was dasselbe - bedeutet, daB der Mittelwert 7 von
kleinerer- (yroﬁenordnunrr ist-als: die Einzelwerte 7. Daher. smd -die
positiven Werte-.von . nalletu ebenso haufi ig: . wie dlc negatlven. oder;

.,,7( r;—cpq(r) <<wq(’> T ea) ¢

>

- 314! ’
Fir den stationiren Zustand der galiééli' Systemrﬂéfi‘gé" ver- _
“schwindet der Ausdruck (7) und es.folgt durch Integration:
T T B
_ W(q) -'77— 'T -—(“’(q)-ri) ; const. (10}
Ww
d

DEl Wert der Integranonskonstanten erglbt snch, falls 1% (9) und

stetig smd, ‘wie das in der klassischen l‘heone aIs selbsh erstandhch
vorausgesetzt wird, unmittelbar aus dem Wert fiir ¢.= 0o..fir welchen
: wegen (Id) \qu) =0 lSt also: L

‘Wﬂﬂ—w~ﬂﬂmr)—0 ST £ 3 3 I

[m Gegensdtz zur l\lassmchen 'Iheorxe verldngc aber dle Quanten-
theone auch die Berucksmhtmunn‘ des Falles, daB die .\ertellungs-
dmhte “’ (9 fﬁl gewisse smguldre Werte von :¢q unstetig wu'd, und
dann Lann man _nicht olme weiteres. schlxeBen, daB d1e Inte"ratlonq-'
konstante in (IO) gleich Null - -ist. Vielmehr gelten dann alle vor-
stehenden Rechnunfren nur innerhalb je eines Gebietes der ¢, welches
zwischen zwei aufeinander folgenden singuliren Werten liegt, und
beim Ubergang aus einem’ Gebiet in ein anderes wird die Integrations-
konstante_ zugleich mit W(g) einen Sprung erleiden.

' \Venu die Integrationskonstante in (Io) nicht- glelch Null ist, “so
heiBt dies, daB zwar die Anzahl der in einem bestimmten Abschnitt
(7. dq) befindlichen Systempunkte sich mit der Zeit nicht indert, da8
aber durch eine bestimmte Stelle 9 des Abschnitts in der Zeit = mehr
Systempunkte nach der einen Seite als nach der arderen Seite hin-
durchtreten. Dann zeigt sich-also in dem betreffenden Abschnitt als
Resultat - aller::-Verschiebungen + auBer--dem "»Diffundieren« auch ein-
gleichmiBiges »Stromen« aller- Systempunkte nach -einer bestimmten
Seite, und der Wert der Integrationskonstanten entspricht dem Betrag
dieser Stromung, wic sich ‘natiirlich .auel’ durch eine direkte Berech-
nung ergibt (§ 3).
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Die Aufrechterhaltung des stationiiren Zustandes in- der ganzen
Systemmenge erfordert dann, daB die an den singuliren Stellen be-
findlichen Systempunkte gewisse Spriinge ausfiilhren, d. h. plétzliche,
gegen g endliche Anderingen ihres Parameters ¢ erleiden, welche der
Richtung der Stromung entgegengesetzt sind und deren EinfluB wieder
kompensieren. Nur wenn derartige endliche Spriinge ausgeschlossen
sind, darf man, wic unmittelbar einleuchtet, die Behauptung auf-
stellen, dal im stationiiren Zustand die beschricbene Stromung nicht
vorhanden sein kann, woraus dann, entsprechend dem Werte Null
der Integrationskonstanten, die Gleichung (11) folgt.

§ 5

.. Zur Vervollstindigung der vorstehenden Uberlegungen berechnen
wir jetzt direkt die Anzahl P der Systempunkte, welche in der Zeit +
eine bestimmte Stelle in der Richtung wachsender ¢ iiberschreiten, oder
genauer gesprochen: die Anzahl derjenigen Systempunkte, deren Para-
meter zur Zeit ¢ kleiner, zur Zeit ¢ 4 7 aber groler als g ist, vermindert.
um die- Zahl derjenigen Systempunkte, deren Parameter. zur Zeit ¢
groBer, zur Zeit ¢ 4+ = aber kleiner ist als ¢.. .Dabei kann’es natiirlich -
selr wohl vorkommen, daB ein Systempunkt im Verlaufe der Zeit =
die Stelle ¢ mehrmals in verschiedenen Richtungen berschreitet.

Zu diesem Zwecke fassen wir wieder, wie im § 3, einen unend-
lich kleinen Abschnitt {q", dq) und die zur Zéit ¢+ in-ihm’ beﬁndhchen
N’ S:, stempunkte ins Auge, wobei N durch (4a) gegeben ist. Zuniichst
sei ¢'- kleiner als'¢. Dann werden von diesen N Sy stempunkten nach
Ablauf der Zeit 7 alle dleJenloell jenseits der Stelle ¢ liegen; deren
Verschiebung r zwischen ¢-—¢q’ und R liegt; ihre Anzahl ist - -

o f ¢y () dr = NW(g')dy'- f p(r)dr.

Daraus -ergibt swh dle Anzahl aller Systempunkte, deren Parameter
zur Zeit ¢ kleiner, zur Zeit {1+ gloﬁer ist als ¢, durch Integratxon
iiber q von g—R bis q zu: :
- 1,
_ Af Wi )dq f% (r)dr = degf V(q)q;,[ (r)dr_ i (12)
gk : 7-8 g-7".
und ebenso die .Anzahl aller S)stempunkte, deren Parameter zur. Zelt 3
groBer, zul Zext t + 7 Kleiner ist a]s 7: . & : :
Cae Do ’ 7+R g7-q° o T ’ .. o
'deqf“’(q)% (r)dr— ()

7 -k
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~ woraus schlieBlich durch Subtraktion die gesuchte Zahl
- P=P-P , o {14)

folgt, welche ein- MaB abglbt fir die einseitige btromung der System-

punkte ‘an -der Stelle ¢ in der Richtung wachsender q. "

"Die “Ausdriicke fiir P, und P, lassen sxcll auf eine bequemere

Pdlm ‘bringen. - Wenn wir niimlich statt q" “die Integratlonsvar:able

1= gl="¢ emﬁhren S0 1st nach - (12)
R

P, = l\rfdpf“r(‘l"F)‘f’q‘~f{f)dr.
'0 © Ny o

~ oder, da:

Wig-pe,-,0) = W( 9)4’7(’) 3 {“r(’l) ‘f’ NUIE

3 .
P, = Nf dp[ W(q)«p,l(r)dr—i\'[‘dp‘a’[-%{“ﬁ’(g).‘pq(r)}dr‘.

:Nun formen wir die ‘beiden Integrale nach ¢ durch partlelle In:
tegratlon um, das -erste nach dem Schema: '

f ds f Seyir = [ f f(z)dr] f SR

 das zweite nach einem ahnhchen Schema, und erhalten dadurch, da
die dabei auftretenden bestimmten Integrale verschwinden:

r . B
, : a ) .
p=N f dp -z - W(q) - by ) f de- = aq{W(q) ¢, (P} dp

[ 0

Ebenso aus (13) durch entsprechende Umformung:

0 c ]
.

: ] R -
P, = —Nj d,c_'-.p-W(Q)"‘Pq(F)"f"i\’de'%'T{‘V(Q)q’v(P)}dP"

und endhch nach (14), mit Benutzung von (8) und (9)

-

\ ' |
P=N W(q)r - T (W(q) r’) (15)

in Ubereinstimmung mit dem in §4 gezogenen SchluB3, daB3 die In-
tegrationskonstante in (10) der Anzahl der Systempunkte entspricht,
welche wihrend der Zeit 7 im ganzen die Stelle ¢ in’ der Rlélltixng
der wachsenden ¢ {iberschreiten. Ist diese- Z‘ﬂnl glexch \Tull 'so ergxbt
sich ‘wieder 'die Glelchung (11).- Y =
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§6 . : I PR AL O A
» Ein dritter, 1echnungsma[3w noch einfacherer Weg zur Ableitung
der Glexchung_,(l_;) fiir den-: stationfiren »stromlosene;Zustand- ergibt
sich aus der Bedingung, daf} die Zaﬁhl_demenmen Systempunkte, welche
zur;.Zeit-¢ im *-Abschnitt (g, dq),;‘Zur.;_Zeit;"t—}f.r aber. im Abschnitt
(7', dq’) liegen, -gleich ist dex .Zahl derjenigen Systempunkte, welche
zur Zeit ¢ i Abschnitt (g, d¢’), zur Zeit.f4- 7 aber:im. Abschnitt
(g, dq) liegen. Diese Bedingung, welche: fir den stromlosen Zustand
offenbar notwendig und hinreichend ist, lautet nach (4b):
NW(g)dg-¢,(¢'-qdg’ = NW(gydg" ¢,.(y-¢")dq

b iebhe
oder, wenn man q == q -+ r setat:

Wi () = Wig + 1@y =7) = Wigho, (=) + " 3q {W@@Ye,(-1)j.
Folglich: . |

WG - {¢s (1) — Py (- 1)} = Er; {Wig)-r-¢,(-7)}.
Multipliziert mani beide Seiten di&evﬁléichmig mit ir:und integriert
dann itber » von r = o bis:r="R.-bei Lonstantem -1, so-ergibt sicl

mit Riicksicht darauf, daB . s

t
.

R i DR R AR P S
[7'(1),,(— rdr = ;J re,(r)dr,
e il B M D e D el L

and daB nach-(94) ‘bis ‘atf Glieder von kleinerer GroBenordnung:*
2 '

: ' T +R
v, o N | .
. :[;.z q)q(__ r)dr — = fr1¢7(r)d7.’
' -z

a
die Beziehung: O T L P S PR LS Gl omIe o amliniin
+ R

I3 .
o
& “’-"f"?f’i%"')'d?' = W-{-‘V(q) 3 fmmdr ]l ,

“x
identisch mit der: Gleichung (¥1):: S

Dies Verfahren fihrt unter allen wohl am dlrektesten zum Alel
seingAnwendbarkeit’ besehrinkt sich aber auf den stromlosen Zustand.

L

; : : ;o
PR
PO )

daB dex k]emen umegelmqﬁzgen V erschlcbung r-von wechselndem Vpl-,
~ zeichen einc andere kleine regelmiiflige Y;ey_sc}*x;’eubkupgf von konstantem
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Vorzeichen beigesellt ist, welche fiir alle Systeme.mit dem nimlichen g.
den niimlichen \Velt bcsmt .80 wie sie z B durch 1rgendeme Lomtante
werden Lann Dann lmt apan _in . (7) emf’ach r +) statt 2 ZY setzen
und; erhilt;, da. die:Glieder mit "z = r’2 und mit 7r’ = r'r gegen (he
nburren velschwmden T : :

e
e -

W a L. ’(q)
g

w7 = ‘l - .
dt ' ( ) ) (16,
wihrend die Glexchung (11) fiir den stationdiren Zustand sich verall-
gemeinert zu:
_ , 13 '
Wipr+ Wig)r ﬁ-;)ww—ﬁ(W(g)ﬂ) = 0. S (17)

-

Eur den spezxellen ball, daB r’ die in de1 Zeit = durch Dampfung be-
wirkte Abnaluze von g hedeutet, also »’ = - f(q)-r ist dies genau ‘die
von . FoxkER . a. 0. mitgeteilte Gleichung. S

ERIE T 88 . :
\Vahrend nach der klassnschen l‘heome der Para.meter q eines
Systems sich mit der Zeit .durchaus- stetig, wenn ‘auch unregelmifig
indert, wird in der Quantentheorie, wie schon erwihnt, angenomnjer,
daB fir bestimmte singulire Werte des Parameters ¢ die Systeme eine
gewisse Anomalie zeigen, welche sich dahin duflert, daB in dem Werte
von g ein plotzlicher Sprung eintreten kann. Es macht aber, wie schon
aus den Betrachtungen des § 24 hervornreht fir die Bedingungen des
statlonaren Zust'mdes einen Wecenthchen Unterschled ob der Betrag
ordnung wie ¢ ist oder ob er, ebenso ‘wie die Versclnebung r in der
Zeit 7, klein ist gegen ¢.
Wir wollen im folgenden, im AnschluB an die in der Einleitung
gemachten Ausfihrungen, uns auf die Voraussetzung beschrinken, da
s<y. ' (r8)
Dann diirfen. wir nach:-der-am SchluB-des § 4 gezogenen ‘Folgerung
im Falle des’ statjoniiren Zustandes die Gleiching (11) bzw.-die Glei-
chung (17); im aligemeinen als- erfiillt annehmen. Der Unterschied .der
Quantentheorie: gegeniiber der klassischen Theorie besteht dann nur
darin, dal an den singuliren Stellen wegen der dort stattfindenden
Spriinge s die Verteilungsdichte W(g). Unstetigkeiten erlexdet fiir-welche
besondere Grenzbedingungen erfordert werden. =~ . ' -
-Die_weiteren Betrachtungen sollen sich auf deu Fall bezxehen,
daB- die Spriinge,- welche. die- Pararneter. ¢g-.der: einzelnen Systeme,;an
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den singuliiren Stellen ausfiihren konnen, durch Fmission von Energie
in der Form elektromagnetischer Strahlung verursacht werden, und
daf3 diese Spriinge bei allen Systemen mit dem niimlichen g die-nim-
liche GroBe s besitzen. Da ¢ mit wachsender Energie wiichst, so wird
durch den'Sprung s der Wert von ¢ verkleinert. Die GroBenordnung
von § kann mit derjenigen von r, bei passend gewiihltem 7, als {iber-
einstimmend angenommen wexden, withrend dann ndturllch 7 von klei-
nerev Grofenordnung ist als s = s: -

r<<s. : | {19}

Die singuldren Stellen wollen wir mit

¢(=0), Tvoas oz Qs ot

bezeichnen und die durch sie auf der g-Achse abgegrenzten aufein-
~ ander folgenden Abschnitte, welehe wir die »hlementargeblete« nenuen,

cbenfalls ‘durch die Ordnungszahlen 0, 1,2, --n,-- charakterisieren.

Dann erstreckt sich das Elementargelnet 7 von q = q, bis.q = .

Innerhalb eines Elementargebiets findet keine Emission statt, hier .
ist also W(g) und seine Differentialkoeffizienten stetig. Dagegen zeigt
. W{(g) an der Grenze zweier Elementargebiete eine Unstetigkeit. Be-

zéichnen wir die. Verteilungsdichte im.Elementargebict » mit W,(q),

so- ist die Gesamtzall dller Syqtempunl\te, die sich im’ Flementarge-

blet n befmden, nach (1): -

: in+1 - oL e .
Wt =N o
Die GréBe w, nennen wir die »Verteilungszahl« der Systempunkte im
Elementargebiet #. Die Summe alier Verteilungszahlen ist:_'

zw . ' v.._'(’“)--n

n=0
e $9-

Zur Aufstellung der Grenzbedingungen an .der Stelle ¢ = q, fur
den stationéiren Zustand denken wir uns zuniichst den Ubergang aus
dem Elementargebiet n-1 in:das Elementargebiet n nicht plétzlich,
sondern. durch eine schr diinne,. aber endliche Ubergangsschicht ver-
‘mittelt, so daB W(g) durchweg als stetig, wenn auch innerhalb der -

N Ubergangsschicht als stark verinderlich mit ¢ angesehen werden kann.
Dementsprechend nehmen wir die Emission, ganz im Sinne ‘der ‘klas-
sischen Theorie, zundiclist nicht plétzlich und nur in dem einen Punkt g, ,

_sondern mit endlicher Geschwindigkeit innerhalb der ganzen Ubergangs-
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schicht erfolgend an und bezeichnen mit " (negativ) die in der Lelt T
durch Itmlqsmn bewirkte Abnahme von ¢q. v Cr
. ".Dann ‘gilt fir jeden Punkt der. Ubergangssclucht (he Fomimsche
(Jrlelchung (7). also, mit Beruckswhtlgung von (19) '

‘.V(g)- -~ });f—w("" (¢)- rﬂ) == U

I)mse Glexchung 1nteg11e1en wir iber die ganze Ubexgangsselncht 2Wi-
schen den heiden Elementargebieten # -1 und.~ und erhalten daraus

-7'(Wn (7))~ Walgn) = - f "Wig) dq, | '(2‘2)

wo 7 den Wert von 7, der ja stetig von ¢ abliingt, fir ¢ = q,, be-
zeichnet, withrend W,_, und W, die Werte der Verteilungsdichte in
~ den Elementargebieten n~1 und 2 an der Grenze ¢ = ¢, angeben.

Der Ausdruck auf der rechten Seitc von (22) hat eine leicht an-
schauliche Bedcutung. Da niimlich NW(q)dg die Anzahl der in der
unendlich diinnen Schicht d¢ befindlichen Systempunkte darstellt, so
erhiilt man durch DMultiplikation dieser Zahl mit r* die Summe aller
Verschiebungen, welche diese Systempunkte vermége ihrer Emission
in der Zeit 7 erleiden und durch die vorgeschriebene Integration die
Summe simtlicher in der betrachteten Ubergangsschicht in der Zeit =
durch Emission bewirkten Verschiebungen. :

Machen wir nun den Grenziibergang und ersetzen dle mnelhalb
der Ubergangsschicht mit endlicher Geschwindigkeit erfolgenden Ver-
schiebungen »° durch plotzliche Spriinge s, an der bestimmten Stelle

" q., 50 stellt die rechte Seite von (22), mit N multipliziert, die An-
zahl simtlicher bei ¢, in der Zeit 7 erfolgenden Spriinge dar, die wir
daher mit V. Es bezeichnen wollen. Somit erhalten wir:

,—r(‘ (@) - Walg) = 2,5 (23

Dies ist die gesuchte Grenzbedingung, welche den Ubergang von dem
Elementargebiet -1 zum Elementargebiet n vermittelt.
Im stationdren Zustand ist. W,_, > W,, wie natiirlich.

§ 10,

- . Damit aber die Grenzbedingung (23) zur Berechnung von W(g)
nutzbar werden kann, ist noch die Einfiilhrung einer besonderen Hy-
pothese iiber die GroBe des Ausdrucks auf der rechten Gleichungs-
seite érforderlich.” Eine solche Hypothese wird nahegelegt durch den
allgemeinen, sowohl bei der Wirmestrahlung. als auch. in-der Mole-
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kularkinetik bewiihrten Erfahrungssatz, daB fir groS8e Energien, also
fir hohe Ordnungszahlen 7, die :Folgerungen - der  Quantenliypothese
‘Ubereitistimmen mit dénesi-der klassischen Theorie. “Nach dieser Theo-
rie emittieren simtliclie A" Systéine-fortwihrend, und erleiden dadurch
in der Zeit v eine in bekannter Weise zu berechnende, der GroBe
von 7 proportionale Abnahme ilrés Parameters ¢, deren Betrag wir
daher, wie oben in § 7 am Schlul, mit f(¢)-7 bezeichnen wollen.
Dann ist’die Summe  der ‘in der Zeit = durch Emission bewirktén Ver-
schiebungen aller urspriinglich im Elementargebiet n, also zwischen
¢, und gq,,, befindlichen Systempunkte:

n+1

Ner [ Wo@-S@dg. (24

I

Hier kann man fir hohe Ordnungszahlen n ohne merklichen Fehler
den Wert von W,(g) und ebenso den von f(g) innerhalb der Inte-
grationsgrenzen als konstant betrachten, weil nach den Gesetzen der
Quantenteilung fiir hohe Ordnungszahlen ¢, ,-¢, klein ist gegen ¢,.
Dadurch veremfacht swh der Ausdruck (24) zu:

P W) S0 Gonnmg) - (23).

oder 311011, da die grofie Zahl n_ .119 stet:g teranderhch betrachtet
Werden kann: : . o

R "i\'-f-W(q,.) S .~(2sa)-

Diese: Form - besitzt vor (25) den chhtxgen Vorzug, daB sne, ebenso
wie .W-dg, allgemein invar_lant_ ist in bezug auf die. Wall des Zu-
standsparameters q-.. A
Soll nun fiir hohe Urdnunﬂszahlen (he Emlssxon nach der Llas-
sischen Theorie ibereinstimmen mit- der Emission nach der Quanten-
theorie, so muB fiir hohe Oulnunrrszahlen die rechte Gleichungsseite
wvon (23) ubergehen in den. durch N dwldlex:ten Ausdruck (2 53)

'-}:Sn = f (q,.) W, (q,)
woraus nach (23) als Grenzbedin"ung folgt:

1 .
STV = W) —*’f(q.)W(q.) q".', (6)

Die II} pothese, die wir emfuhren, um dle Vertellunﬂsdlchte aller S)-
steme im stationiren Zustand vollstindig zu berechnen, besteht- nun
darin, ‘daB "die. Gleichung (26) ganz .allgemein, fir.alle Ord-
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nuirgszahlen: #, als giiltig angenommnien wird. . Dabei'f'ist der Dif-

dg, B
ferentlall\oefﬁment 7%— naturlxch so zu- verstehen, dal n be1 der Aus-
\ k

ﬁihrung der - Dlﬁ'erentmtnon al: stetlg ver-mderhch behandelt wirdo

n.....'

<Y | I SR

. Die Bestimmung des stationéren /,ust'mdes fur eine grole Anzahl
N von Svstemen,»dne snch in einem gegebenen. Stlahlungsf'elde be-
ﬁnden, .vom. Standpunkt der Quantenhypothese’ gestaltet sich demnach

'folgendermaﬁen Zuerst ‘werden aus den Gesetzen der Emwwkung der

Strahlung auf ein einzelnes System die Werte von 7 und 2 ganz nach

den Gesetzen der. Llassxschen ‘Theorie abgelentet (hmstrahlung) Danh

Lann man_die Glelchung (1 1), fur das Innere je eines E[ementargebletes
integrieren, und erhilt dadurch W fiir jedes Elementargebiet als_Funk-
tion.von g, bis auf eine besondere fir das Elementargebiet’ charak-
teristische Integratlonskonstante Diese Integratmnskonstante ergibt
sich aus der Bedmgung (26) fir die Grenze je zweier 'Elementarge-
bxete, da die Funktion f(g), dic Emission der klassischen Theorle,
alq bekannt vorauszusetzen ist.

~ So entspricht jedem beheb:g gegebenen Strahlungsfelde eine ganz
bestimmte stationiire Verteilungsdichte W (g) der darin befindlichen’Sy-
steme, und man kann sich die Frage stellen, wie beschaffen das Strah-
lungsfeld sein muB, damit die entsprechende Verteilungsdichte W (g)

~ libereinstimmt mit derjenigen, die man, ganz ohne Riicksicht auf die

Strahlung, auf: thermodynamisch-statistischem . Wege, aus._der Bedin-
gung'des Maximums.der Wahrscheinliclikeit, bei.gegebener: Gesanit-
energie der Systeme findet. DaB sich dann fiir das Strahlungsfeld
die'Energieverteilung der sch“'arzen Stxahlunnr ergibt habe ich bereits

festen Achsen gezelgt Den entsprec]lenden Nac]mels fur den Fall

L7

[
freier Drehungsachsen denke ich demnachst zu veroffemhchen et

§12

Jetzt moge der Be“egungszuetand cines jeden der IV gleichbe-
schaﬂ‘enen S)steme \on “zwei unabhanglgen p051t1ven Parametexn /]

‘und (s (z B Energle tund Rotatxonsmoment) abhanglg anoenommen
'werden ‘Dann “ist. ‘auch die Vertellungedlchte von_ diesen beulen Va-

rlablen abhang:g, m der Art daB dne Anmhl der Systeme, deren Pa-

v Sxtzungsber d. BerI Akad d Wiss. t915 S 312

U ErgrEn-Gerrer-Festsehrifti- ‘1915, S. 313
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rameter -bzw..'in den’ Gebieten (q,rlq) und (u, du) hegen, dargestellt
wird durch ,

-~ ’_',' O P A’.‘V(g,u){dq'du, R co. | PP (27)
Wobei':' SR PP S T

| .ff\V(qv,lu.)dqdu: 1. (28)

Die kleinen und unregelmiBigen V eranderungen, welche durch fiuBere
Storungen in ‘den Werten von ¢ und % hervorgerufen werden, seien
bzw. mit 7 und v bezeichnet. Dieselben lassen sich fiir alle NV Systeme

" unmittelbar versinnlichen durch die Verschiebungen von N Punkten
mit den geradlinigen Xoordinaten ¢ und « in einer gemeinsamen Ebene.
Wir fragen nach der Anderung, welche die Verteilungsdichte W an
einer bestimmten Stelle (¢, ) im Verlauf der Zeit = erleidet, und nach
den Bedingungen des stationiren Zustandes. '

Von IV Systemen, welche zur Zeit ¢ genau die nimlichen Werte
von ¢ und % besitzen, moge die Anzahl derjenigen, deren Verschie-
bungen in der Zeit v bzw. zwischen » und r + dr, v und v + dv liegen,
gleich sein: | ‘

- N ¢oulr, v)drdp; - ' (ég)
waobei : . . A A
' +E +V - Y
f f(pq,,(r v)drdv =.1. (39
iy R S

Hier bedeuten B und V die Betrage der groBten Verschiebungen, die
iberhaupt in der Zeit = vorkommen konnen, wobei nach der Voraus-
setzung

' RPxqg, V<u ’ (31)

Von -der Funktion ¢ wissen wir nur, daB ihr Wert mit wachsendem
|| und |z} schnell abnimmt, Wahrend wir’sie als nach ¢ und u
differentiierbar voraussetzen.

§13

_Nun fassen wir alle Systempunkte ins Auge, welche sich zur
Zeit ¢ in dem Gebiet (dq, du) befinden, welches so klein gewihlt ist,
daB dg. und du sehr klein sind gegen |r]| und |o|. Dann werden
nach Ablauf der Zeit v wesentlich alle diese Punkte das betrachtete
Gebiet verlassen haben. Dagegen sind nach der Zeit 7 aus der Nach-
barschaft eine Anzahl Punkte in das Gebiet (dg, du) ubergetreten, und
diese wollen wir jetzt berechnen. Zu dem Zweck verfahren wir genau
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in_der Weise, wie es in § 3 fur einen einzigen Parameter geschildert
wurde, und erhalten so fiir die gesuchte Zahl der Systempunkte, welche
sich zur Zeit {4 7 in dem Gebiet (dq, du) beﬁnden, gunz analog der
Glelchung (4L) - : : oo
vk asl
quduf j W(q U )Py (q q,uw-u )dq du

g— R u-V

oder, wenn man statt ¢" und »’ als Integratmnsxdrmble r= q q und
v = u—u' einfihrt: 3 SR ‘
+R +V
l\"dqduf f Wi(g-r.u-0)¢, ,u..(r,v)drdo.
SRy :

Entwickelt man den Ausdruck hinter dem Integralzeichen ebenso wie
in § 3 nach Poteuzen von r und ¢ und integriert Glied fir Glied,
so erhiilt- man schlieBlich; ganz' entsprechend dem dortigen Resultat,
fur die Knderung der v erteilungsdichte in der Zeit 7!

oW 0 0

T B 8’ o
y r-—:—b‘V -———‘ V“ Wr _-_.——W’— .
wobei zur Abkurzun_g gésefzt ist:
+E + 17 . o
j frq:,“(r v)drdv =r,
-BE -7 .

und entsprechend fiir die anderen Grf:')ﬁen.‘

3 14.

Bezeichnet man als stationiiren Zustand einen solchen, bei
welchem die lokale Verteilungsdichte der Systeme sich nirgends mit
der Zeit #ndert, so ist fur das Bestehen des stationiiren Zustandes -not-
wendig und hinreichend, daB in (32) die rechte Gleichungsseite ver-
schwindet. Aber ein solcher Zustand liBt im allgemeinen noch ein-
seitige Stromungen zu, niimlich Bewegungen zyklischer Art, bei denen
die Systempunktc in geschlossenen Balnen zirkulieren, so daB in jedes
Gebiet ebensoviel Systempunkte von einer Seite eintreten, wie nach
einer anderen Seite aus ihm austreten. Der Betrag dieser Stromung
laBt sich ‘durch eine der in § 5 angestellten dhnliche Betrachtung er-
mitteln. Beim thermodynamisch-statistischen Gleichgewicht scheinen
aber. derartige Stromungen nicht vorzukommen. ' e

Zur Aufstellung der Bedingungen des »stromlosen« Zustandes ist
es am einfachsten, den Satz zu benutzen, daB je zwei. Gebiete sich

Sitzungsberichte 1917. 37
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stets gleichviel Systempunkte gegenseitig zusenden, oder, genauer ge-
sprochien, daB-dic Zahl derjenigen Systempunkte, welche zur Zeit ¢
im Gebiet (dq,du), zur Zeit {+7 aber im Gebiet (dq’, du’) liegen,
gleich ist der Zahl derjenigen Systempunkte, welche zur Zeit ¢ im Ge-
biet (dq’,du’), zur Zeit ¢+ 7 aber im Gebiet (dq, du) liegen. Die

mathematische' Formulierung dieser Bedingung ergibt sich ganz analog
dem im § 6 eingeschlagenen Verfahren als die folgende:

Wig, %) ¢ulq' -q, ' ~u) = W(g",u') ¢pulg—q yu-u')
oder, wenn gesetzt wird: Lo
. g’ - g+ r, ’l,l = %-{- I/,
Wig, ). ‘Pqu(r 27) = W(Q'—H s U '{' v)- 4’q+r u+v( r, —-’0)

= Wig, u)- gpul-r, o) + a——-—{W(g, q)qu(—r,—v)} 1

8
-+ v—.&;{‘Y(q, u) + pou(-7, ‘—-u)} .

Daraus, wenn wir von jetzt an zur Abkiirzung die Indizes ¢ und %
tiberall fortlassen:

W{o r,iJ)—q)(-) v)}_—{7 Weop(-r —v)}+—§—-{v “’ ( .—v)}‘

Multipliziert man beide Selten dieser Gleichung mit » und integriert
dann tiber » von 0 bis B, {ber » von 0 bis V bei konstantem ¢
und #, so ergibt sich mit Riicksicht darauf, daB

£ a1y, 00 RS
ffr-rp(—r, -v)drdv = —f f"'(ﬁ(r,v)drdv,
o o =R -T

und dafl auf der rechten Seite ohue merklichen Fehler
o P(-7r,-0) = ¢(r,v)
gesetzt werden kann: : :

Wi = (W73) 4 — ——-(W—)

?T

Ganz ebenso _érhiilt_ man: _ - ' 1 (33)

T I O N

Diese beiden Gleichungen geben die notwendige und hinreichende Be-
dingung fir den stromlosen Zustand. Sind sie erfiillt, so ist not-
‘wendig auelt der Ausdruck (32) gleich Null, was man in der Tat so-
gleich erkennt, wenn man die erste Gleichung nach ¢, die zwe:te nach u
dlﬁerentuert und"- dann’ die -Gleichungen addlert
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135 |

Die im vorstehenden entwickelten Sitze lassen sich leicht auf

den Fall beliebig vieler unabhingiger Parameter q,, ¢,, .... aus-
dehnen, es wird daher geniigen, hier einfach die Resultate auszu-
sprechen, mit gleichzeitiger Angabe derjenigen auf einen einzigen Para-
meter ¢ beziiglichen Siitze, deren Verallgemeinerungen sie darstellen.

Dic in der Zeit 7 eintretende Anderung der Verteilungsdichte
Wig,, ¢z -. .) bestimmt sich aus der Gleichung:

LA 8 0
ST = 3 (Wr) = 5 (WR) = 5 (WF) -
az az 2
3 I3 (Wr r,) + P )qs(“ ) + aqiaqs(‘Wrzrs)_;. - -0(34)
8’ e 82 e L pe—
+_d (Wr )+ (“r) 5 aqz(“rg)-[-n~

als Verallgemeinerung der G_Ielchung (7)-

Fiir cinen stationiren Zustand verschwindet der Ausdruck (34).
Soll aber der Zustand niclhit nur stationiir, sondern auch »stromlos«
sein, so sind folgende Bedingungen notwendig und hinreichend:

I 0 1
\W‘T:? q(W’rﬂ)—i— 3 90, (err,)-i-—; T, |
19 L9 a (35)
Wi = g (VAT + 5 g () r2)+——§—(“ )+ -

als Verallgemeinerung der Gleichung (11). Ihre Erflillung bewirkt
natiirlich auch das Verschwinden des Ausdrucks (34).

Wenn den unregelmiiligen Verschiebungen r,, r,, r;. ... von
- wechselnden Vorzeichen andere regelmiiBige Verschiebungen 7, ry, 75, ..
von konstanten Vorzeichen beigesellt sind (vgl. § 7), so treten in den”
Formeln (35) fiir den stationiren stromlosen Zustand nur noch die
Glieder Wrj, Wr,, Wri, ... auf den linken Gleichungsseiten hinzu,
als Veral]gememezungen von (17); die rechten Seiten bleiben ganz
unveriindert. ’

Die Verwertung dieser allgemeinen Formeln fiir die Bediirfnisse
der Quantentheorie zur Aufstellung der Bedingungen an den Grenzen
je zweier Elementargebiete moge hier noch unterbleiben.

Ausgegeben am 24. Mai.
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