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ZUSAMMENFASSENDE BEARBEITUNGEN

Drei Vortragé tiber Diffusion, Brownsche
Molekularbewegung und Koagulatlon von
Kolloidteilchen. ~

 Von M. v. Smoluchowski.
I lefuswn im. unbegrenzten Raum.

Emleltung

In den nachstehenden drei Vortragen’) soll
eine Ubersicht iiber einige neuere theoretische
Untersuchungen gegeben werden, in welchen ich
versucht habe, den inneren Mechanismus der
- Diffusion und einiger damit zusammenhingender
Molekularphanoneme klarzustellen, indem ich
‘emlge ‘Gedanken nzher ausgefuhrt habe, welche
in einem vor drei Jahren hier in Géttingen ge-
haltenen Vortrag?) kurz angedeutet waren.
Einerseits besitzt dieses Thema eine besondere
Bedeutung infolge seiner Anwendung auf die
Physik der Kolloide, in welcher diese Erschei-
nungen eine grundlegende Rolle spielen — einen
charakteristischen, hiether gehérigen Fall, den
KoagulationsprozeB, werden wir spiter noch ein-
gehender zu betrachten haben .— andererseits
sollte es meiner Ansicht nach in -der theore-
tischen Physik die Stellung eines Schulbeispiels
einnehmen, an welchem man die relative Be-
rechtigung und Tragweite der thermodynamisch-
makroskopischen Betrachtungsweise und der
mikroskopisch - molekularen Analyse in . allen
Einzelheiten und in relativ einfacher Weise ver-
gleichen' Kann, wobei sich iiberdies fast jeder
Schritt durch direkte experimentelle Erfahrung
illustrieren und kontrollieren 13Bt.

Es liegt das daran, daBl uns ein und .die-
selbe .Erscheinung, je nach dem von uns-ein-
genommenen Standpunkt, in dreifach verschie-
dener Weise’ entgegentrltt makroskoplsch be-
trachtet heiBt sie ; Diffusion®, mlkroskoplsch ent-
weder ,,Brownsche Molekularbewegung“ falls
man nimlich die Lebensgeschichte eines indi-
viduellen materiellen -Teilchens _verfolgt, oder
aber ,,Konzentratlonsschwankung“ falls man ein
bestimmtes Volumelement im Auge behilt und
die’ zeitliche Anderung der Anzahl der jeweilig
darinnen befindlichen Teilchen notiert. Natiir-
lich- muB zwischen diesen verschiedenen Er-
scheinungsformen ein inherer ‘Zusammenhang
bestehen, - und  die . theoretische Untersuchiung
dieses Zusammenhangs sowie "die nihere Be-
- stimmung der Giiltigkeitsgrenzen der iiblichen

'1) Veranstaltet -durch die Wolfskehlstlftung zu Got-
tingen, 20.—22, Juni 1g16.
. . 2) Vgl. Vortrige iib. kinetische Theorie d. Materie u.
_Elektnzltat Lenpzlg 1914, 8. 89 (dlese Ze1tschr 14, 261,
g1z - -

-eine pldtzliche  Richtungsinderu

Diffusionstheorie soll unsere erste. Aufgahe
bilden, wihrend -wir spiter zu einigen darauf
beruhenden Anwendungen iibergehen wollen,
welche einen mehr konkreten,  dem experimen-
tellen - Gebiet naherstehenden Charakter besxtzen» :

2. Brownsche Molekularb_ewegun'g.;

Auf die Gefahr hin, geniigend Bekanntes zu
wiederholen, mufl ich vorerst einige ‘Worte
iilber Brownsche Molekularbewegung 1) voraus-
schicken. Der eigentliche innere Mechanismus
derselben ist zweifellos duBerst kompliziert, viel
komplizierter als. unsere mathematische Formel-
sprache es ausdriicken kann, aber einem eigen-
tiimlichen und fiir diese Untersuchungen sehr
vorteilhaften Umstand haben wir es zu ver-
danken, daB diese Komplikationen- und iiber-
haupt die Einzelheiten der Teilchenbewegung auf
die Gestalt der praktisch wichtigen Endformel
ohne irgendwelchen EinfluB sind. Diese For-
mel, welche die Wahrschemhchkelt angibt, daB
ein von der Abszisse x, anfinglich ausgehendes
Teilchen zur Zeit ¢ in den Abzissenbereich
Xeooo-x+dx gelangt sei:
‘ "'(‘ —zo)l
—_—_¢ 4Dt gx (1)
2V adt

I

W(x)zix_—‘_—

gllt dabei nicht nur fur K01101d-Te1Ichen, welche
in einer Fliissigkeit enthalten sind, sondern
ebénso auch fiir irgendein Molekiil eines gas-
formlgen oder fliissigen Medxums, vorausgesetat,
daB. sie fiir Zeiten' oberhalb einer gewissen
unteren Grenze der Grofenordnung angewendet
wird (oamlich solche die erheblich linger sind,
als die durchschnittliche Zeitdauer der annihernd
geradlinigen Bewegung des’ Molekuls bzw. Tell-
chens).

der Annahme ableiten, daB3 die Bewegung .des
Teilchens fortwihrend mit konstanter Geschwin-
digkeit C vor sich gehe, aber. jedesmal nach:
Zuriicklegung einer geradlinigen Wegstrecke :4
- erleide, - so
daB das Teilchen in einem jédeén solchen
Punkte; unabhingig von der vorhergehenden
Rlchtung, mit gIelcher Wahrschemhchkext 1rgend-

1) ‘Zusammentassende Bearbe1tungen und theratur
betreffs dieser und verwandter Erscheinungen: .G, L, de -
Haas-Lorentz, Die Brownsche Bewegung, Braunschweig
1913; The Svedberg, Die Existenz d. Molekiile, Leipzig
1912; Jabhrb. d. Radioakt. u. Elektr..10, 467, 1913;
J. Perrins Bericht in den Rapports Solvay (La théorie
du rayonnement etc,, Paris 1912; Die Theorie d. Strah- .
lung u. d. Quanten, herausgeg v. A, Eucken, Lelpzlg,
1914); J. Perrin, Die Atome, Leipzig 1914; M. v,
Smoluchowskl, diese Zeitschr. 13, 1069; 1912. :
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eine Richtung des Raumes einschlage. Wie
sich nimlich nachweisen 14Bt!), betrdgt in diesem,
Falle die Wahrscheinlichkeit fiir Erreichung
einer Abszisse x.-.. ¥ 4 dx nach Zuriicklegung
der # ten Wegstrecke: :

[

_dx [(singd\*
Wa(nds="" / (‘Ex_> cos g (x—a)dg

was fiir groBe Zahlen % ibergeht in:

3 (2 —z)?

— 3,
W, (x)d x = Vznlz.n e

" l. o 3e
Beriicksichtigt man, daBl #» = % ist, so gibt dies

die Formel (1) wenn der Koeffizient %’—lmit D
bezeichnet wird.

In der Gastheorie sind wir seit Clausius
gewohnt, auch die Verschiedenheiten in der
Linge der geradlinigen Wegstiicke in Rech-
nung zu ziehen, indem wir fiir die Wahrschein-
lichkeit einer geradlinigen freien Wegstrecke 7
das Verteilungsgesetz annehmen:

-rd
W(r)dr=g dr,

A

wo A die sog. mittlere freie Weglinge ist.
Auch unter dieser Annahme berechnen wir fiir
den Fall, daB die aus Zuriicklegung sehr vieler
freier Wegstlicke resultierende Verschiebung
des Molekiils betrachtet wird, dasselbe Wahr-

scheinlichkeitsgesetz (1), nur mit dem Unter--

schiede, daBl nun der Koeffizient?;'= D zu

setzen 1ist.

Aber dieselbe Formel (1) laBt sich auch
unter der Annahme ableiten, daB fiir die Ver-
teilung der Linge der freien Wegstiicke nicht
. die Formel (2), sondern irgendeine andere,
durch eine stetige Funktion von s ausdriickbare,
gilt. Und zweifellos wird sie auch unter der
weit allgemeineren Annahme giiltig bleiben, daB
eine gewisse ,,Wahrscheinlichkeits-Koppelung*
in bezug auf Richtung und GréBe der aufein-
anderfolgenden Wegstiicke besteht?).

1) Lord Rayleigh, Phil, Mag. 10, 73, 1880; M. v.
Smoluchowski, Bull. Acad, Cracovie 1906, S, 203. In
dhnlicher Weise 1i8t sich das einst (Natdre 19og) von
K. Pearson aufgeworfene zweidimensionale Problem des
Irwanderns (,random walk®) behandeln.

2) Es hat namentlich Jeans darauf hingewiesen, da8
‘bei ZusammenstBen zwischen Gasmolekiilen eine Tendenz
zur - Beibehaltung der urspriinglichen Bewegungsrichtung
besteht, Diese ,,Persistenz** der Bewégungsrichtung, welcher
ich in meiner ersten Arbeit iibe? Brownsche Bewegung
(Ann, d. Phys. 21, 756, 1906) durch eine einfache geome-
trische Konstruktion niherungsweise Rechnung 'getragen
habe, tritt bei der Bewegung eines Kolloidteilchens wegen
dessen groBler Masse in weit erhShtem Grade auf.

Nachdem nun alle diese speziellen Voraus-
setzungen zu demselben Resultate fithren, —
abgesehen natiirlich von dem Zusammenhang
zwischen dem Wert des Koeffizienten D und
den betreffenden molekularen Bestimmungs-
stiicken — ist es fiir diesbeziigliche Rechnungen,
wo nur die resultierende Bewegung, ohne Riick-
sicht auf die Details des Mechanismus, in Frage
kommt, am praktischsten, wenn man- hierfiir
das einfachst mdgliche Modell beniitzt. Dieses
besteht darin, daB man sich fiir jede der drei
Bewegungskomponenten vorstellt, das Teilchen
erleide in gleichen Zeitintervallen 7 gleich groBe
Verschiebungen d, welche jedesmal ebenso wahr-
scheinlich positives wie negatives Zeichen haben
konnen.

Die Wahrscheinlichkeiten dafiir, daB das-
Teilchen nach m-Zeitintervallen eine resultierende
Verschiebung von #-Wegstiicken, im positiven
oder negativen Sinne, erlangt habe, lassen sich
dann sukzessive ermitteln und in das nach-
folgende Schema einordnen:

#= —3—2|—1} o |F}I42|+3/+4/+5
m=0 X
1 X
l —— —
2 2
I 2 1
2 —_— — —_—
-4 4 4
1 3 3 X
310178 8 8 3
: 4 6 4 I
4 6 16 6 16
S 1o Io 5 X
_s 32 32 32 32 32
6 Is 20 Is 5
64 64 64 64

Es zeigt sich also, daB die Zihler mit den
Binomialkoeffizenten, die Nenner mit den #ten
Potenzen von 2 identisch sind. Somit betrigt
die Wahrscheinlichkeit eines positiven oder nega-

tiven Uberschusses von # Einheiten:
. m
m—mn (2)

wem=(3)"
. 2

woraus sich mit Benutzung der Stirlingschen
Niherungsformel fiir groBe Zahlen #, m und

. #
fiir einen kleinen Wert des Verhaltnisses p
wiederum die Formel (1) ergibt, wenn die Be-

ziehungen m=_ und # =-g eingefithrt und

dJz '
der Wert 5= D gesetzt wird.

Auf dieses einfache mathematische Modell
der Brownschen Bewegung werden wir uns noch
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spater, anldBlich einer etwas schwierigeren Frage
berufen. - Nur das eine mdchte ich bei dieser
Gelegenheit bemerken, daB man auch ein dem-
entsprechendes, iiberaus einfaches mechanisches
Modell der Brownschen Bewegung konstruieren
kann, namlich das sogen. Galtonsche Brett,
welches seinerzeit von Galton zur Veranschau-
lichung des GauBschen Fehlergesetzes ver-
wendet wurde. Es besteht einfach aus einem
geniigend groBen, schwach geneigten Brett, in
welches eine grofie Anzahl regelmiBiger hori-
zontaler Nigelreihen in Wechselstellung ein-
geschlagen ist:

Wird nun von einem Puhkte des oberen

Randes eine Kugel tber das Brett rollen ge--

lassen (und zwar am besten von solcher GroBe,
daB} sie ‘zwischen den Niageln eben noch durch-
schliipfen kann), so st6Bt sie auf die Nigel,
erleidet infolgedessen beim Durchtritt durch
die Reihen derselben unregelmiBig zufillige
Ablenkungen nach rechts oder links und fiihrt

in bezug auf die Falllinie eine Bewegung aus,

welche genau mit der soeben besprochenen

Brownschen Bewegung (der X -Komponente)

iibereinstimmit.
' 3. Diff usi on.

Wiirde man nun im Galtonschen Apparat
eine Schar von Kugeln von demselben Punkte
ausgehen lassen, so wiirden sie sich in passen-
den Bebiltern am unteren Rande des Brettes
in Quantititen ansammeln, welche gerade der
Laplaceschen Glockenkurve (1) entsprechen.
Was geschieht aber, wenn man die Kugeln
(eventuell von verschiedener Farbe) nach einem
gewissen Dichtigkeitsgesetz # = @(x) verteilt,
von verschiedenen Punkten des oberen Randes
ausgehen 14Bt? Das gibt genau jene Erschei-
nung, die man kurz Diffusion nennt, und zwar
illustriert uns das die Diffusion in einer Flissig-
keitssdule, deren Konzentration zu Anfang der
Zeit gemiB jenem Gesetze verteilt war. 7

Nehmen wir namlich an, die Anfangsver-
teilung der in Betracht kommenden Substanz-
teilchen sei durch jene Verteilungsfunktion: An-

zahl pro Volumeinheit # = @(x), gegeben, so

resultiert aus (1) — selbstverstindlich unger
Voraussetzung der Unabhingigkeit der Teilchen
voneinander — fiir d.ie Verteilung zur Zeit &:

—(=—¢r
T f 9 ®)e

T4vi g, (3)
indem 51ch die von den verschxedenen Ausgangs-
punkten stammenden Teilwirkungen . einfach

- Anfangslage,

. Leipzig 1913,

iiberlagern. Dies ist bekanntlich die allgemeéine
Losung der Diffusionsgleichung

0w 0%u
§;==-D5;z (4)

fiir den Fall, daB die Anfangsverteilung ¢(x)
in der ganzen Ausdehnung von —oc bis 4-oc
gegeben ist, was man auch ohne weiteres durch
Ausfiilhrung der Differentiation a posteriori
verifizieren kann, und der Koeffizient D der
Formel (1) erweist sich als identisch mit dem
Diffusionskoeffizienten der Formel (3). .

Also geht die Diffusion einfach als Resultat
der ungestérten Brownschen Bewegungen der

" einzelnen Teilchen hervor?!), und es ist ganz falsch,

wenn manche Forscher?) meinen, daB dabei
noch ein spezieller, der Brownschen Bewegung
eine Richtung gebender EinfluB, — etwa das
osmotische Druckgefille — titig sei. Der
fiktive, der makroskopischen Auffassungsweise
der Diffusion entsprechende Begriff des osmo-
tischen Druckes. vertritt die Betrachtung der
»verborgenen® Molekularbewegungen und ist
mit derselben — soweit die klassischen Diffu-
sionserscheinungen in Betracht kemmen —- voll-
kommen Aquivalent, darf aber mit ihr nicht ver-
quickt werden.’ Entweder denke man sich die
Substanzteilchen als passiv durch den osmotischen
Druck getrieben, ohne’ die Brownschen Be-
wegungen zu Dberiicksichtigen, oder aber man
ziehe die letzteren in Rechnung, ohne den fik-
tiven osmotischen Druck einzufijhren.

Bemerken wir iibrigens noch, daB die charak-
teristisché [Eigentiimlichkeit der Brownschen
Bewegung, welche aus (1) durch einfache Rech-
nung folgt, — daB nicht die Elongation aus der
sondern das Quadrat derselben
proportional mit der Zeit wiachst

(x—x)=2Dt | (5)
— in dem allgemeinen Ahnlichkeitsgesetz der Dif-
fusion zum Vorschein kommt, wonach Diffu-
sionsprozesse sich bei # maliger Vergroferung
der rdumlichen Lineardimensionen so abspielen,
daB die Zeiten im Verhiltnis #2? vergroBert er-
scheinen.

Gegen unsere ganze Argumentation ist nun
aber ein gewichtiger Einwand zu erheben.
Mathematisch stimmt die Formel (1) allerdings
mit der sog. Hauptldsung der lefusmnsglel-
chung (4) iiberein, welche angibt, in welcher
Weise sich eine Substanz zur Zeit ¢ verteilt,
die zur Zeit Null im Punkte x, angesammelt
war, und wenn sie wirklich diese Bedeutung

1) In Einsteins Arbeiten griindete sich eben daranf
die Ableitung des Gesetzes fiir die Brownsche Be-
wegung.

2) Vgl L. Cassuto, Der kolloide Zustand der Materie,
S. 74.
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hitte, wire: die vollstindige Aquivalenz der iib-
lichen Diffusionstheorie mit dem Resultat der
Brownschen Bewegungen der einzelnen Teil-
chen erwiesen. In ~Wirklichkeit ist aber das
von X, ausgehende Teilchen unteilbar und (1)
stellt nur ein Wahrschemhchkeltsgesetz fiir seine
spitere Lage dar.

.Infolgedessen entspricht das Resultat der
mathematischen Diffusionstheorie nicht dem Zu-
stand, .welcher tatsidchlich zur Zeit ¢ herrschen
wird, 'sondern es stellt den Durchschnittswert?)
der Zustinde dar, welche verschiedene, von
scheinbar identischen Anfangszustanden aus-
gehende Systeme in der Zeit ¢ aufweisen wiirden.
Mit anderen Worten: ein jedes individuelle
molekulare System wird im Vergleich mit der
theoretischen Diffusionsformel gewisse, entweder
positive oder negative Divergenzen aufweisen,
und die Hiufigkeit derselben wird durch Wahr-
scheinlichkeitsgesetze geregelt sein.

4. Kbnzentratio_hs-Schwankungen, GréBe
derselben in verdiinnten L&sungen.

. Naheren AufschluB iiber die Art und GréBe
dieser zufilligen Abweichungen gibt die Theorie
der molekularen A Konzentrationsschwankungen,
welche man auch als ,,mikrostatistische Analyse“
des Diffusionsvorganges in festgelegten Volum-
elementen definieren kénnte. In voller Allge-
meinheit ist diese Art der Analyse noch nicht
durchgefiihrt worden, aber ich glaube, auch das,

was man heute dariiber aussagen kann, be-

leuchtet den Mechanismus der Diffusion in sehr
charakteristischer Weise, so daB es von Inter-
esse sein diirfte, diese theoretischen Unter-
suchungen etwas eingehender zu behandeln.

In der Theorie der Konzentrationsschwan-
kungen handeit es sich um zweierlei Probleme,
elnerseits um die wahrscheinliche GréBe der
momentanen Abweichung der Konzentration in
einem gewissen Volumelement vom durchschnitt-
lichen Zustand, andererseits um die zeitliche
Veridnderlichkeit jener Abweichungen oder, wie
man kurz sagen kann, um die Schwankungs-
groB8e und die Schwankungsgeschwindig-
keit.

Was die GroBe der Konzentrations-Schwan-
kungen anbelangt, so lassen sich die betreffen-
den Formeln in sehr einfacher Weise mittels
direkter Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen fiir
den Fall entwickeln, wo es sich um den nor-
malen, im Laufe langer Zeit sich einstellenden
Gleichgewichtszustand eines idealen Gases oder
einer verdiinnten Losung handelt, deren Teil-
chen aufeinander keine merklichen Krifte jaus-

1) Welcher auch mit dem wahrscheinlichsten Zustand
identisch sein diirfte, .

" IQIN.

iibenl). Meine diesbeziigliche, recht kurz gefaBte
Ableitung ist spiter von Lorenz und Eitel in
sehr ausfiihrlicher
wiedergegeben worden; derselbe Gedankengang
hat anldBlich der Entdeckung der radioaktiven
Schwankungen (Schweidler, Bateman,

. Rutherford u. Geiger, Marsden u. Barratt

u. a.) aufs neue Anwendung gefunden, ana-
loge Entwickelungen lassen sich aber schon
weit frither in wahrscheinlichkeits-theoretischen
Untersuchungen auffinden, so daBl ich heute
auf Einzelheiten dieser bereits geniigend be-
kannten Erwigungen nicht einzugehen brauche,
und mich darauf beschrianken kann, die End-
resultate anzufiithren.

Nehmen wir an, das in Betracht gezogene
Volum » bilde ¢inen Teil eines weit groBeren
Volums, in welchem sich das Diffusionsgleich
gewicht hergestellt hat, und bezeichnen wir mit
v die Anzahl der Substanzteilchen, welche bei
gleichmaBiger Verteilung auf das betrachtete
Volum v entfallen wiirde. Wird nun die An-
zahl der augénblicklich in v befindlichen Teil-
chen systematisch — beispielsweise in gleichen
Zeitintervallen — hotiert, so muB sich zeigen,
daB dic relative Hiufigkeit jeder Zahl # inner-

- halb langer Zeitriume gegeben ist durch die

Formel:
e- v vﬂ

7! (6)

C Wm)=

So- fithrte beispielsweise Svedberg?) mittels
ultramikroskopischer Beobachtung der Teilchen
einer kolloiden Goldlésung eine Reihe von
518 Zihlungen, und zwar in Intervallen von
33 Minute aus, deren Resultate eine Zahlen-
reihe angibt; auf welche wir uns weiterhin noch
werden berufen miissen:

120002001 324 123 10211113 1125111023313
usw.

In dem betrachteten, optisch abgegrenzten
Volumteil der Losung befanden sich also, un-
regelmiBig abwechselnd, #'=o, 1, 2, . .. Teil-
chen, und zwar ist die empirische Haufigkeit
dieser Zahlen durch.die Werte 2 der neben-
stehenden Tabelle gegeben, wihrend die For-
mel (6) die Werte Rpe, erfordern wiirde — was
jedenfalls als eine fiir ein Wahrscheinlichkeits-
gesetz ausreichende Bestitigung angesehen wer-
den darf:

1) M. v. Smoluchowski, Boltzmann-Festschrift
1904, S. 626; Bull. Acad. Cracovie 1907, S. 1057; Ann.
d.” Phys. 25 205, 1908; R. Lorenz u. W. Eitel,
Zeitschr. f. phys. Chem. 87, 293, 434, I9I4. Vgl
L.Bortkiewicz, Die radioaktive Strahlung, Berlin 1913,
2) Th, Svedberg, Zeitschr. f. phys. Chem. 77, 147,
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SN R N F R
-k .uz' |168 |130 |69 132.| 5 [ 1 1
_kber 109,9 [170,4 [132,0| 68,2 26,4 8,2] 2,0| 035

Analoge Messungsreihenl) mit" demselben
Resultate sind dbrigens auch von B. Iljin,
R. Costantin, R. Lorenz u. W. Eitel und
neuerdings .von A. Westgren erhalten worden.

Treten Abweichungen von dem Wahrschein-

lichkeitsgesetz (6) auf, so beweisen sie die Existenz
von Anziehungs- oder AbstoBungskraftenzmschen
den Teilchen, und eine dementsprechend modi-
fizierte Theorie erméglicht es, auf dieser Grund-
lage die entsprechenden Anderungen der Gesetze
des osmotischen Druckes zu bestimmen, weléhe
bei derartigen. Ldsungen natiirlich - keinerlei
"direkter Messung zuginglich sind. Tatséchlich
haben sich solche Abweichungen bei auBerst
konzentrierten Gummigutt-Losungen herausge-
stellt, in denen die Volumkonzentration mehr

1 .
als oo betrdgt, aber aufler in solchen Aus-

nahmsfillen ist heute Gleichung (6) fiir Kolloid-
teilchen als genau giiltig anzusehen, und sind
jetzt auch gewisse, frither von Svedberg und
Wes tgren vermutete Divergenzen, insbesondere
“durch eine von Westgren unlingst hier bei
Professor Zsigmondy ausgefiihrte Arbeit, voll-
stindig aufgeklirt worden. Auf diesen, fiir die
Kolloidforschung AuBerst wichtigen Gegenstand
werden wir spiter noch zuriickkommen, einst-
weilen wollen wir voraussetzen, daB wir uns
auf solche Fille der Diffusion beschrinken, wo
die gegenseitige Einwirkung der Teilchen in-
folge wechselseitiger Krafte iiberhaupt zu ver-
nachlissigen ist, mit anderen Worten: wir
nehmen an, es handle sich um relativ ver-
diinnte Losungen.

Als MaB der GroBe der Konzentratlons~
schwankungen hatte ich anfangs den durch-
schnittlichen Absolutwert der Schwankungen
verwendet. .= Bezeichnen wir mit d: die Verdich-

n__ . .
tung 6=—")1—_J, so erhilt man’ aus (6) fiir den
durchschnittlichen Absolutwert derselben:

—  opke—?

fl=20 )

‘wo k die groBte ganze Zahl bedeutet, welche
gleich oder kleiner als die Normalzahl » ist.
Rechnerisch einfacher ist es, anstatt dessen den

1) B, Ith, Zeitschr, f phys. Chem. 83, 592, 1913;
R. Lorenz u. W. Eitel, Zeitschr. f. anorgan. Chem. 87,
337, Toi4; R. Costantm, C. R. 188, 1341, 1914;
A, Westgren, Arkiv f, Mat Svensk, Vet Akad 1,
Nr. 8, 1916.

-fliissigen Mediums,
_unter Voraussetzung geniigend langer Beobachs -

_tungszeit, vollstindig glelchgultlg, und zwar ha.ngt

. fiir welche gemiB der statistischen Mechanik ein

“ist bei jeder Art Schwankungen ein wesentlich™

‘Fall ,astatischen* Glelchgewmhts in denkbar

-rung derselben, von ‘welcher spiterl)- die Rede .
-sein wird; die Konz\antranonsschwankungen smd

Betrag der ,mittleren” Schwankung -zu nehmen,- ‘
fiir welche ‘man aus Formel (6) fmdet.

- V . @
So resultiert im obigen Beispiele aus der Be- - .-
obachtungsrelhe° ‘l’ d—o 798 wahrend ande-

_rerselts——...._o,803 ist. . - s

Der algebraische Durchschmttsbgtrag der
Schwankung ist dagegen selbstverstindlich glemh
Null =

Von chhtlgkelt 1st nun folgender Umstand
die Gr6Be der Schwankungen hingt laut. (6)
ausschlieBlich von: der durchschnittlichen
Teilchenzahl » ab; die Gestalt und GréBe .
des betreffenden Volums, die Art der in.Be-
tracht kommenden Teilchen, die Natur - des:
welches als StiSpensions- ‘
mittel dient, die Temperatur ' usw. — all dies. .
ist fiir die GroBe der Schwankungen, natiirlich.

dies damit zusammen, daB die in' Rede stehende -
Erscheinung sich "als spezieller Fall der allge-
meinen Molekularschwankungen auffassen 14Bt,

ganz allgemeines, vom speziellen Mechanismus
des Systems unabhingiges Verteilungsgesetz = -
existiert. s : S e n

5. Geschwmdjgkext der Konzentratlons- ST
schwankungen : )

Dagegen sind alle oben erwiihnten Umstande p '
ganz wesentlich "bestimmend fiir' die. zelthche
Verianderlichkeit der - Schwankungen. . Die"
Berechnung d1eser GroBe, oder wie man auch -
sagen kann, .der. Schwankungsgeschwmdlgkelt X

schwxengeres Problem als jene der Schwankungs— :
groBe, und bis jetzt war ubei'haupt n\.lr ein ein- r
ziger Fall bekannt, welcher — allerdmgs als

vereinfachter Form — sich hier emrelhen laBt'.-,

die schon besprochene Brownsche Bewégungs-'- '

formel (1), nebst einer gewissen Verallgememe-

das zweite Belsplel

ausfiihren lieB?).
"Wenn wir uns den Mechamsmus d:eser E"r- :

scheinung vor Augen halten, so ist- klar," daB}

wo sich dle Berechnung

“die elgentllche Ursache der Veranderhcﬁkelt der o

. 1) VgL IL Vortrag ¢. Abschn,
2) M. v. Smoluchowski, Wlen Ber. 123 238!.
- 1915; _dlese Zeitschr. 18, 321, 1915 :
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'Konzentratlonsschwankungen auf der ‘Brown-
schen Bewegung beruht, und daB alle'Umstinde,
welche dieselbe verlangsamen, wie Zihigkeits-
‘minahme, Temperaturabnahme, auch ]eneSchwan-
kungsgeschwmdlgkelt herabsetzen miissen, wie

'_dles tatsichlich von Svedberg bemerkt wurde.

~Um nun-zu qugntltatlven Berechnungen zu
gelangen, wollen wir uns folgende - Aufgabe

stellen: das. betrachtete Volum v bilde ' einen’

Teil des relativ duBerst groBen Volums ¥, so
"daB " bei -gleichférmiger Verteilung der in Be-
tracht 'kommenden Substanzteilchen (Molekiile
oder Kolloidteilchen) die Anzahl » auf v ent-
“-fallen wiirde. Falls sich nun tatsichlich #-Teil-
chen zur Zeit =0 in v aufhalten, wie groB ist
:dann die Wahrscheinlichkeit W,,(4#), daB eine

' *Zunahme um £ stattfinde, daB also im Zeit-

- punkte ¢ die Teilchenzahl (n - &) betrage?

© - Die Beantwortung dleser Frage stiitzt sich
auf zwei Tatsachen: 1. daB die Bewegungen
-der einzelnen Teilchen vonemander unabhingig
erfolgen, 2. daf fiir jedes derselben alle Lagen
- im Raumeé v gleich wahrscheinlich sind. Man
hat dann zuerst die Wahrscheinlichkeit P zu
fbestimmen, daB3 ein  einziges, urspriinglich
irgendwo in v befindliches” Teilchen nach Ab-
lauf der Zeit ¢ sich auBerhalb jenes Raumes
befinde. Ist diese bekannt S0 gehen wir
weiter: ' :

Wenn  sich nicht nur ein einziges, sondern
n-Teilchen anfangs in v befinden, so betrigt
die Wahrscheinlichkeit, daB i_rgendw elche ¢
darunter ausgetreten, die iibrigen (#—%) aber
in v verbheben seien:

.A,-—( )Pz(x-P)"—f O

Falls man aber die anfingliche Zahl # un-
- bestimmt LiBt und die Wahrscheinlichkeit W (n)
der verschiedenen Zahlen # gemiB der Formel (6)
berucksmhtlgt erhilt man als aIlgememe Wahr-
'schemhchkelt des Austnttes von m-Teilchen:

2 [ g
—3 = "“"P —— e T
m w ”)A e o Em.. (IO)

T n=m

ADxeselbe GréBe muB nimlich auch die allge- |

.meine Wahrscheinlichkeit E,, des Eintrittes von
.m-Teilchen bestimmen, da im stationiren Zu-
stand der Austritt und Einsritt- gle:chberechtlgte
-Ereignisse sind.’

Damit sind die Faktoren gegeben, aus denen
.sich die gesuchte GroBe W,(+ k) zusammen-
setzt. Denn eine Vermehrung der- urspriing-
-lichen Teilchenzahl # auf (»-4 k) kann. ent-
weder dadurch zustandekommen, daB gar kein
Teilchen austritt  und gleichzeitig %2 neu ein-
. treten, . oder.daB 1 Teilchen austritt und gleich-
zeitig 241 neu eintreten, oder daB 2z Teil-

chen austreten und glelchzeltlg k-|— 2 neu ein-

treten usw. .
Somit 1st mlt Berucksmhtlgung aller Kombl-
nationen: .

Wn(;l? k)= ZA,-E,-H '

m—i&

: n (I, ? )
— S e

und n ana.loger Weise ist die Wahrscheinlich-

'keit fiir eine Verminderung der urspriinglichen
‘Anzhhl # um k Einheiten:

(rPyn—*

Wt e 3] e

m=k

(12)

Aus- diesen komplizierten Formeln lassen

sich' mittels verwickelter Summationen merk-

wiirdigerweise recht einfache Resultate fiir die

durchschnittliche Anderung der Teilchenzahl ab-

leiten, welche in der Zeit ¢ eintritt, wenn die
Anfangszahl # betrigt: .

Ay =F=@—n)P (13)

"sowie fiir das allgemeine Anderungsquadrat bei

unbestunmter Anfangszahl: .
B=F=2pP Y (14)

-Um die Bedeutung dieser Formeln zu wiir-
digen, miissen wir . noch zur Berechnung des

Ausdruckes P zuriickkehren, welcher dem vor-

her Gesagten zufolge die Wahrscheinlichkeit
bedeutet, daB ein anfangs irgendwo innerhalb
des Volums v befindliches Teilchen sich nach
Ablauf des Intervalles { auBerhalb v befinde.
Man erhalt somit P durch einfache Anwendung
der Formel (1) fiir die voneinander unabhin-
gigen Verschiebungen in XY Z, welche infolge

“der Brownschen Bewegung eintreten:

— (=X Hy— VP +Hz=2)
. 4Dt d vV

" [2 'l/JtDt fdvf

— : : th ;
v[zmz]_sffe dvdV, . (15)

-worin 7 den Abstand eines Punktes innerhalb »

von einem Punkte des duBeren Raumes (V' —uv)
bedeutet, und die erste Integration iiber den

‘inneren, die zweite iiber den dulleren Raum

zu erstrecken ist.
Ich habe die Rechnung fiir zwei Spezial-

fille ausgefiihrt, nimlich den von Svedberg
-verwirklichten Fall, wo es sich um eine von
kriftigem Lichtdurchstrahlte, diinne, planparallele

Schicht innerhalb eines groBeren Flissigkeits-
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volums handeltel) sowie eine spater von West-

gren verwendete Anordnung, wo die Verhilt-

nisse: in einer ‘zylindrischen Scheibe innerhalb

zweier fester Deckglaser beobachtet wurden
Im ersteren Fall gllt die Formel

P~V_]e—'dy+ﬂv_[1—e—ﬂ'] (16)'

wo B ein mit der Dlpke der Schicht b zu-
% .
2V Dt

sammenhéngender ,Ausdruck, ist: 8=

Fur den FalI eines zylindrischen Volums

laBt sich P durch die Zylinderfunktionen mit

imagindrem Argument:

driicken, und zwar gilt:,

P=c-u[l o)+ L1(2a),©  (17)

wenn « eine vom Zylinderradius 4 abhingige
D2

ia @ )
Grobe: a = 1Dt bedeutet.

Mehr als die Ausrechnung von P interessiert-
uns aber jetzt dessen eigentliche Bedeutung.

Wenn man sich ndmlich die Defmmonsformel

(15) vergegenwirtigt, sieht man, daB sich- b
auffassen 1aBt?) als der]enlge Bruchteil einer an-'
finglich den Raum v gleichmiBig erfiillenden

Substanz, welcher in der Zeit # iiber dessen

Grenzflichen hinausdiffundieren wiirde, falls der“
duBere Raum anfangs von ]ener ‘Substanz vollig

leer wire.

Nun zur Formel (13) zuriickkehrend, iiber-

zeugen wir uns, daB somit die durchschnittliche
Anderung der Teilchenzahl im Raume v in voll-
stindiger Ubereinstimmung mit der iiblichen
makroskoplschen Diffusionstheorie erfolgt, welche
eben jene Formeln (13) (15) hierfiir ergeben
miiBten.
uns spiter noch berufen werden.

Dagegen stellt die in gewissem Sinné zur
Formel (5) analoge Formel (14) gerade die
Divergenz zwischen dem wirklichen molekularen
Verhalten und der makroskopischen, mit Durch-
schnittswerten. operierenden Betrachtungsweise
in klares Licht. Ihr zufolge hingt "also das
durchschnittliche Quadrat der im Zeitraume £

eintretenden Anderung der Teilchenzahl, welches.

man als allgemeines MaB der Verinder-
lichkeit' derselben betrachten kann, von zwei
Faktoren -ab, der normalmiBig auf das betref-

I) Dieselbe Formel gilt fiir eine expenmentell geeig-
netere Anordnung, welche Westgren (Arkiv f. Mat..

Svensk. Vet, Ak, 11 Nr. 14, 1916) beniitzt hat, wo ein
Streifen eines zwischen Deckglisern
Préparates beobachtet wird, Eine Reihenéntwickelung der
betreffenden Formeln: M.v.Smoluchowski, Koll.ZeltSChr
18, 48, 1916.

2)Vgl. z.B.Riemann- Weber, Part1e11e leferentlal-

olelchungen, IL § 50 (10).

L,({)=1"7],(it) aus-- .
: L : .;,2"'(n — 1) = (1, — )% 4 (B, —v)* -

Zeitintervall ist.

Das ist ein Resultat, auf welches Wir -

-eingeschlossenen

fende Volum entfallenden Tellchenzahl » und dem
Daffus;onsfaktor P ‘welcher auBer von der Ge-,

stalt und-.GroBe des Raumes v vom lefusmns-;-
{ koeffxzxenten D und jnsbesondere, auch von der -
Lange des’ Zeitintervalles ¢ zwischen zwei suk- .
zgssiven Beobachtungen abhangt

v

. Im Grenzfall auBerst langer Zemntervalle

w1rd P glelch Elns, also Tim 4% =2, was auch

©

: von vornherem Zu erwarten ist, da die Zustande
“innerhalb langer Zeitriume. voneinander ‘upab-';
- hingig werden, also einzeln nach MaBgabe des.
* Zufallsgesetzes (6) ‘berechnet. -werden -kénnen;
fiir die Differenz je zweier aufelnauderfolgender

Zahlen n,, #, gilt namlich infolgedessen: _
,-"2(”1—'”)(”2“”)' 4

und durch ‘Mittelbildung erg1bt sich. gemaB (8)

jenes Resu]tat ‘

‘—m—m—%~m+w—m=w
"I allgemeinen 'besteht_jedoch eine gewxsse :

' Wahrschemhchkeltsnachw1rkung des vor-
“hergegangenen Zustandes,

als der Mittelwert », und zwar wird der Unter-A
schied desto gerlnger, je kiirzer das betreffende» :
Tm Grenzfall unendlich’ kurzer -
Zeitintervalle .£ wird naturhch auch das Ver- C

anderhchkeltsmaB A% gleich Null.

Um nun unsere Gleichungen (1 3) ( i 4) an der':'
von Svedberg - angegebenen. Zahlenreihe: zw:

v

'PTUfen; kann .man aus derselben den durch-:

schnittlichen Quadratwert 4% der Différenzen je
zweier: aufeinanderfolgender Zahlen- ermitteln:~

A2=— 2,25, was laut Gleichung (14) mit Riick-"
sicht auf die -Normalzahl » = 1,55 einen Wert
P = 0,726 ergibt. Untersucht mar ' num, -
von was fiir Zahlen m Jedesmal cme ge-

wisse Zahl n _gefolgt w1rd so_kann ‘man dle

durchschnittliche Anderung Mt A,, , welche

‘nach einer vorgegebenen Zahl # eintritt, empi-:-

risch ermitteln. Verglichen mit den - theore-
tischen Werten der Formel (13), welche sich -
mit Hilfe jenes P-Wertes berechnen lassen_, glbt
dies. folgendes Bild: , .

— -

# .o | 1 2. |3 -4 1 s ;-.“f;“' R
.' Angei. |[+1,03 [+0.45 [—0,26 [—I, 18 ;£,69 —-z‘,80" N
ﬂu'ber 1,12 +04o —0,33 -_:,05 —1.78 —2507

Wu -sehen: also, “wie die schembar -ganz:
regellose Svedbergsche Zahlenreihe. (S. ‘560) -
doch bei entsprechender Mittelbildung' das’ aus-
glelchende ‘Walten .der Diffusion klar zum Ays- '
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drucke brlngt und ze:gt daB - die durchschmtt“

lichen Konzentrationsinderungen ganz in Uber-

ems'arnmung mit der - klassischen Diffusions-.
theorie vor sich gehen, selbst wenn sich die un-

regelmaBigen molekularen Schwankungen dar-

itber in weit iiberragender Weise superponieren. -

“Auch 4Bt sich der experimentelle P-Wert
mit dem theoretischen (16) -vergleichen, wenn
die Dimensionen des beobachteten Raumes und
der Teilchen genau bekannt sind, da sich dann
D mitHilfe der spiter zu besprechenden Formel:

HT 1
P=Fs%=
Falle ergab d1es den theoreu'schen Wert P= 0,86,
doch. ist die weniger gute Uberemstlmmung
zweifellos auf die Ungenauigkeit jener Bestim-
mungsstiicke (insbesondere der Schichtdicke 4)
zuriickzufithren, deren Messung in jenen Ver-
suchen keine spezielle Aufmerksamkeit gewidmet
wurde. Dagegen hat Westgren . unldngst
mittels einer ganzen. Reihe sehr priziser, speziell
ad hoc ausgefijhrter Messungen?) eine weit-
gehende Bestitigung der Formeln (14, 16) er-
bracht (und zwar unter Variation von %, » und ).
Die betreffenden P-Werte stimmten in 30 Mes-
sungsreihen mit den theoretischen durchschnitt-

lich bis auf + 4 Prozent iiberein.

Ubrigens habe ich die experimentelle Kon-
trolle dieser ganzen Theorie noch in weiteren

berechnen 1aBt. . Im obigen

Einzelheiten durchgefiihrt, indem ich eine Sta-

_tistik der Gruppen (nm) je zweier aufeinander-

folgenden Zahlen entwarf, in welche sich die

Svedbergsche Zahlenreihe zetlegen 1aBt, und
dieselbe mit den theoretischen Hiufigkeits-
werten H (n,m) verglich, welthe sich mit Hilfe
des oben bestimmten P aus (6) und (11, 12)
berechnen lassen '

H (n, m)—W(n)W (m-——n) (18)

Es ergab dies eine recht befnedlgende Uberein-
stimmung; dasselbe gilt von einer analogen, aus
Westgrens Messungen stammenden Statistik,
welche die betreffenden GesetzmaBigkeiten viel-
leicht noch besser zum Ausdruck bringt und
daher angefiihrt werden mége; dabei gibt die
Tabelle 1 die gefundenen, Tabelle II die be-
rechneten Hiufigkeitszahlen an.

Die Bedeutung dieser Rechnungen uegt nun

einerseits darin, daB sie den - Zusammenhang
zwischen Brownscher Bewegung, Diffusion und
den Konzentrationsschwankungen klariegen.
Man kann  demzufolge aus einer nach der

. 1) A, Westgren, Arkiv f, Mat. Svensk., Vet
Akad, 11 Nr. 14 (1916). Diese -Bemerkung sowie die
nachstehenden zwei Tabellen sind bei der Niederschrift
des Vortrages eingeschaltet worden, wihrend in letzterem
die von mir aus Svedbergs Messungen berechneten Ta-
bellen (loc. cit. S. 561) vorgefiithrt wurden.

Tabelle L
m o I t |2 |3 a5 |67
n=0 zro,| 126 | 35| 7 o I
I 134 | 281 | 117 | 29 I I
2 27| 138 [ 108 63 | 16 | 3
‘3 ‘10| 20| 76 38 | 24 | 6 o
4 2 2 i4 | 22 13 II 3
5 . o 2} 10 | 10 | 1I 2 2
6 I 3 3
7 | E
Tabelle IL
m l [ I 2 3 4 5 6 7
n—o |l 221 {119 | 32| 6 |
1 119 | 262 | 122 | 31 5 I
2 32 | 122 | 149 | 63 | 1§ 3
3 61 31| 63| 56 | 22 K I
4 1 5 15| 22 [ 1§ 6 2
5 1 3 5 6 3 I o]
6 I 2 I
7 | | o

Svedbergschen .Methode gewonnenen Statistik
der Teilchenzahlen den Diffusionsfaktor P und
daraus den Diffusionskoeffizienten DD bestimmen,
welcher gleichzeitig fiir die Brownsche Bewe-
gung maBgebend ist, und das ist wohl eine weit
einfachere Methode als die unmittelbare Be-
obachtung der Brownschen Bewegung der e1n-
zelnen Teilchen.

Wichtiger scheint mir aber der Umstand,
daf dies das erste Beispiel einer Erscheinung
ist, an welcher sich der Ubergang zwischen dern
makroskopisch irreversibeln Stadium und den
mikroskopischen Schwankungserscheinungen so-
wohl 'theoretisch wie experimentell in allen
Details verfolgen 1aBt. Ich hatte zwar vor drei
Jahren ein anderes Beispiel dieser Art ange-
geben, namlich die Brownsche Bewegung eines
Teilchens, das von einer elastischen Kraft be-
einfludt wird, aber jenes hatte einstweilen nur
eine ideelle Bedeutung, da diesbeziigliche Ver-
suche noch nicht vorliegen, wihrend es sich
hier - gerade um die als Typus eines irrever-
sibeln Vorgangs geltende Diffusion und um
direkt ausfithrbare und ausgefiihrte Beobach-
tungen handelt.

6. Umkehrbarkeit der Diffusion, inter-
mittierende Beobachtung.

Unsere Unfersuchung gibt uns somit auch
die Mitte] an die Hand, dier Frage nach der
Umkehrbarkeit ,irreversibler Prozesse, oder

‘was dasselbe ist, nach den Giiltigkeitsgrenzen

des II. Hauptsatzes, welche damals in allge-
meinerer Form behandelt wurde, wenigstens in
diesem Spezialfalle ganz exakt zu lésen und
teilweise, auch experimentell zu kontrollieren.
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Das Boltzmannsche Grundprinzip der Er-
klirung der Irreversibilitit, welches seinerzeit so
heftig bekampft, von Zermelo u. a. geradezu
als widersinnig verworfen wurde, wird uns schon
durch die Tabelle I, oder noch besser II, klar
demonstriert. Wir sehen, daB im Laufe ge-
niigend langer Zeiten jeder Zahlenwechsel (7 m)
ebenso .hiaufig vorkommt, wie der umgekehrte
Zahlenwechsel (m %) — was auch aus den be-
treffenden Formeln nachzuweisen ist — in Uber-
einstimmung mit der seinerzeit von Loschmidt
erhobenen Forderung der prinzipiellen Umkehr-
barkeit aller molekularen Vorginge.

An£rerseits ist aber auch ersichtlich, daB
nach einer relativ groBen Anfangszahl z. B. 5,6
oder 7, im nichsten Zeitintervall duBerst wahr-
scheinlich eine erheblich kleinere Zahl auftritt,
daB also bei hoher Anfangskonzentration zu-
versichtlich ein Ausgleich durch Diffusion zu
erwarten ist. Es entspricht das ganz der Boltz-
mannschen Behauptung, dal die negative
Entroplekurve von jedem hoheren Wert fast
immer sofort nach abwirts gehel). Allerdmgs
wird der abnormale Anfangszustand im Laufe
der Zeit infolge der zufilligen Schwankungen
wieder einmal erreicht werden, aber bei gr6Berer
Abnormalitit des Anfangszustandes mag die
Wiederkehrzeit so lang sein, da3 die Wieder-
kehr praktisch nicht zu beobachten sein diirfte,
so daB der Vorgang -irreversibel zu sein scheint.

Um die Sache quantitativ niher zu unter-
suchen, wollen wir den Begriff der durch-
schnittlichen Wiederkehrzeit?) niher prizisieren.
Fassen wir nimlich einen bestimmten Wert #
der Teilchenzahl ins Auge, so kann es vor-
kommen, daf  dieser Wert einmal auftritt und
sofort von einem anderen Wert m gefolgt wird,
oder die Zahl # kann zweimal, dreimal hinter-
einander auftreten, dann einem m Platz machen
usw., wie dies die gebrochene Kurve (4) der
Fig. (1) fiir » = 2 verdeutlicht.

Bezeichnen wir mit N; die Anzahl der Fille
des Auftretens der Zahl %, wo dieselbe gerade
k mal hintereinander erscheint und andererseits
mit M; die Anzahl der Fille, welche durch
Nichterscheinen der Zahl % in % hintereinander
folgenden Intervallen = charakterisiert sind.

Dann lassen sich die Wahrscheinlichkeits-
werte W(n), W, (o) [vgl. Gleichung (11, 12)],
zufolge ihrer Bedeutung als relative Haufig-
keitswerte, ausdriicken als:

1) Wogegen Zermelo, scheinbar iiberzeugend, ant-
wortete, dafl eine Kurve nicht in jedem ihrer Punkte ein
Maximum haben konne, aufler sie ist eine Konstante,
Wir kommen auf diesen Gegenstand noch anliBlich eines
anderen Beispiels zuriick (II Vortrag, 6. Abschn.). Lite-
ratur; Siehe P, u. T. Ehrenfest, Enzyklop. d. math,
W. 1V, 32,

2) M. v. Smoluchowski, Wien, Ber. 124, 339, 1915,

ne31

)
A (@ L
7
L
0

~ Fig. 1.
kN, .
WO = sy 9
W (0}=N2+2N3+3N4+" — __EI_V_k_
" N,+2Ny;+43N;z+--- ZkN,
(20)
Nun wollen wir als durchschnittliche

Dauer T, des n-Zustandes den Durchschnitts-
wert der Zeiten bezeichnen, wihrend welcher
der #-Zustand andauert: .
ZkN '
A T1A=T§Tv"k_k (2 I)
und als durchschnittliche Wiederkehrzeit
die Zeitdauer, welche durchschnittlich vom Auf-
horen des #-Zustandes bis zu dessen nichstem
Wiedereintritt verflieBt:
SEM
6,,-='c—z,—M;—E, (22)
wobei 7 die Dauer eines Intervalles bedeutet.
Da nun in langen Zeitrdumen, welche hier
vorausgesetzt werden, jede Zahl ebenso hiufig
erscheinen wie verschwinden muB, gilt offenbar:
XN,=3M,, und hiermit erhilt man aus (20)
fiir die durchschnittliche Dauer des #-Zustandes:
Ta= I———W T—Wao) (23)
und mit Hilfe von (19) fiir die durchschmtthche
Wiederkehrzeit:
T ! I—W(n)

O =Wl Tm). (24)

Eine Priifung dieser Beziehungen an der

Svedbergschen Zahlenreihe gibt folgende Re-

sultate!) (Zeitdauern als Bruchteile von Inter-
vallingen 7 ausgedriickt): :

1) Hierin sind einige Versehen der urspriinglich
gegebenen Tabelle richtiggestelit.
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] = - | Formel (5) in einer solchen Weise erfolgt, als
n | Tnget | Tuber | 6upget. On ber. ob ein -unendlich verwickelter Zickzackweg mit
° w67 | 4y 6.08 $.54 unendlich groBer Geschwindigkeit zuriickgelegt
T 1.50 185 3,13 216 ' wiirde. Der ‘Grenzwert der mittleren Verschie-.
2 1,37 1,38 411 4,05 “ ' V—_ .

1,2 S 8 8,0 : X—x

2 I,zg 1:3 xg,65 | 20,97 ' bungsgeschmndlgkext ( 0) V“— k on- -
Die Ubereinstimmung ist im allgemeinen | vergiert ja offenbar 'fur t=o gegen oo. Also

befriedigend, insbesondere da zufillige Fehler
hier bei den groBeren Zahlen einen erheb-
lichen EinfluB ausiiben, und da auch die Tat-
sache, dal nur eine begrenzte Zahlenreihe zur
Verfiigung steht, eine systematische, die gefun-
denen @ vermindernde Fehlerquelle bildet.
An die Formel (24) lassen sich nun weitere
interessante Folgerungen kniipfen. Handelt es
" sich um gréBere Zahlen #, so ist sowohl W (n)
wie auch W,;(o) sehr klem und es gilt ange-
nihert:
' T e’ nl
Q’Z—W(n)_r pr - ' (25)
Ein Zahlenbeispiel moge zeigen, wie auBer-
ordentlich rasch diese GréBe anwichst, falls #
zunimmt, Fiir die groBte von Svedberg ein-

mal beobachtete Zahl 7,r_\'vi'1rde eine Wieder- -

kehrzeit von 1105 Intervallingen = 27 Minuten
folgen, wiahrend beispielsweise fur die Zahl
v =17 die Zeit @ == 10137 = 500,000 Jahre

" betrigt. Wire also Svedberg von .einem
solchen — auf irgendeine Weise " kiinstlich
hergestellten — . Konzentrationsverhéltnis ' als

Anfangszustand ausgegangen, so hitte er gewil
nie die automatische Wlederkehr desselben be-
obachten konnen. : :

7. Umkehr der Diffusion bei kontin‘uie‘r-
licher Beobachtung. '

Nun erfordert ein Umstand noch eine weitere
Untersuchung. Unsere Formeln gelten namlich
nur unter Voraussetzung einer intermittierenden
Beobachtung in gleich - langen Zeitintervallen.
Wie wire die ganze SchluBweise abzuindern,
wenn es sich uns um eine kontinuierliche Be-
obachtung handeln wiirde? _

Der nahe liegende Gedanke, in unseren
Formeln (23, 24) zur Grenze lim 7 = o iiber-
zugehen, scheint auf den ersten Blick sowohl
fir die Dauer wie fiir die Wiederkehrzeit den
Wert lim @ ==1lm T = o zu geben, da fiir
geniigend kurze Zeiten .

lim W,(0)=1 — (#42»)P (26)
gilt, und P gemaB (16) die Form annimmt:

hmp:éi}_E:Z—_V—J’;' (27)

- Offenbar hingt dies damit zusammen, daB
die Brownsche Bewegung im Sinne unserer

wiirde jedesmal, wenn ein Teilchen die .Grenz::
flichen des beobachteten Raumes. durchstoft,
eigentlich ein unendlich hiufiges Hin- und Her-
schwanken der Teilchenzah! erfolgen, und die
Kurve (a) Fig. (1) wire eigentlich zu grsetzen.
durch eine Zickzacklinie von. der Art; wie dies
die Kurve () andeutet. Da die Anzahl der
Zahlenwechsel unendlich groB wire;, dagegen.
die Zeitstrecke endlich, wiirde -natiirlich fiir 6.
ein Durchschnittswert Null ‘resultieren. -

- Hiermit stoBen wir aber gerade auf eine
Liicke aller unserer bisherigen Betrachtungen.
Die Brownsche Bewegungsformel (1) ist ndm-
lich, ihrer Ableitung gemiB, nur fiir Zeiten
giiltig, welche erheblich linger sind als die’
mittlere Dauer der annidhernd geradlinigen Be--
wegung der Teilchen. Diese Bedingung laBt
sich dadurch prézisieren, daB der soeben be-
rechnete Wert der Verschiebungsgeschwindig-
keit endlich bleiben, und zwar der Grofe der
Molekulargeschwindigkeit C des Teilchens ent-
sprechen muB?), also smd Zeiten vorausgesetzt:

6D

T (28)
" Ebenso verliert naturhch die iibliche Diffu-
sionstheorie ihre Geltung, falls es sich um Vor-
ginge handelt, welche in Zeitriumen von jener
GroBenordnung merklich variabel ' sind. Fiir
wesentlich kiirzere Zeiten sind im Gegenteil alle
Teilchenbewegungen als ungefidhr geradlinig und
mit der Geschwindigkeit C erfolgend zu be-
trachten, welche sich aus der Masse des Teil-
chens M mittels der bekannten Relatlon be-
rechnen laBt:

t>>

3HT

/3T (29)

Dementsprechend ist die GroBe P fiir sehr
kurze Zeiten zu bestimmen, indem man den be-
kannten Ausdruck der Gastheorie heranzieht,
welcher die Anzahl von St6Ben angibt, die in
der Zeit £ von einem Gase, welches N Molekiile-
pro Volumeinheit enthilt, gegen die Flichen-
einheit einer Wand ausgeiibt werden:

NC
Véx

1) Der Faktor Vg_ih der nachstehenden Férmel rithrt
von der ZusammensSetzung der drei Komponenten in

C=

z.

XYZ her.
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‘Da nun P die Walﬁ;scheinlichkeit" bedeutet,
daB ‘ein' anfangs irgendwo in v befindliches

Teilchen in’ der Zeit { iibér die Grenzfliche

trete, ist es offenbar zahlenmiBig gleich der
‘Anzahl St6Be, welche jenes durchschnittlich in
der ‘sehr kurzen Zeit ¢ ausiiben wurde, a.lso gilt,

da N =717 ist, mit Riicksicht auf dle' GroBe der
Grenzfliche F:- o
im P=

T f=0

F Ct
v 1/6.7t'

~ Wird nun dieser Ausdruqk in unsere For-
mel (24, 26) eingesetzt, so erhilt man sowohl
fiir die durchschnittliche Dauer, .wie auch fiir
die Wiederkehrzeit, auch bei kontinuierlicher
Beobachtung endliche Grenzwerte:

_2 Yéx . i —Wm
T=Ftor»n - =T wm - O

‘ 'Da_.rnach_berechnet' man die Wiederkehrzeit
der Zahl 17 bei kontinuierlicher Beobachtung
zu @ = 161 Tagen; dabei wire aber die durch-
schnittliche Dauer einer solchen Wiederkehr nur
T =9-1077 Sek., also hitte ein experimen-
-tierender Physiker gewiB keine Gelegenheit, sich
von der Reversibilitit solcher Zustinde zu iiber-
-zeugen. :

Noch viel auffalhger tritt die Grenze, welche
die molekularen Schwankungserscheinungen von
dem Bereich der scheinbaren Irreversibilitit
trennt, 'in dem Falle hervor, wenn die Teilchen-
zahlen #, ¥ geniigend groB sind. - Dann 1406t
sich die GréBe n! im Ausdrucke fiir W(#) in
der bekannten Weise approximieren, und man
erhdlt fiir die. Wiederkehrzeit einer gewissen

Verdlchtung 6222,

l/3 (31)

- Auf Grund dleser Formeln habe ich eine
exakte Losung eines schon &fters, u. a. auch
von Boltzmann aufgeworfenen Problems zu
geben versucht, welches ich bereits frither in
etwas anderer, mehr approximativer Weise be-
Jhandeit hatte‘) betreffend die Moghchkelt einer
automatxschen Entmischung der Luft in ihre
Bestandteile. Wenn man die in einer Kugel-
fliche vom Radius & enthaltene Luftmenge in
Betracht zieht und die Zeit @ berechnet, wann

der Sauerstoff derselben eme um 1 Proz. hohere

Konzentration annimmt, als die normale, so er-
hdlt man folgendes Bild:

1) a. a, O, (Vortrage . kinetische Theorie d. Mat. u.
Elektr)

Rede sein kann,
.der iiblichen Bedeutung .des Wortes . verliert da

567

a= "1 “|5.105|3.10-3 |2.5,10~5| 1. 10-3cm
— . =

-0 = 10(“’ ) 1063 108 I xo-‘“ Sek,

Fiir - Volun‘nna ‘welche mit bloBem Auge
beobachtbar - sind, resu]tleren also fiir eine Kon- -
zentrations-Schwankung ¢ = /4, derart kolossale
Wiederkehtzeiten, daf man die Diffusion fiir
praktisch irreversibel halten muf, wihrend an-

‘dererseits in den an der Grenze mikroskopischer
:Sichtbarkeit stehenden Riumen die Konzen-

trationsschwankungen so grof3 sind und so rasch
erfolgen, daB da von einer Irreversibilitit keine
Der Begriff der Diffusion in

seine 'Anwendbarkeit — da doch niemand in
der Svedbergschen Zahlenreihe eine Ilustration
der Diffusion erkennen wiirde, obwohl auch hier
der durchschnittliche Betrag der Konzentrations-
inderung von einem gegebenen Zustand aus
vollstindig in Ubereinstimmung mit den Regeln.
derselben erfolgt. -
Hiermit sind wir, wemgstens im Berexch
dieser Erscheinungen, zu einer vollstindigen Auf-
klirung der ehemals fiir uniiberbriickbar ange-
sehenen  Widerspriiche zwischen der auf den
Irreversibilitatsbegriff gestiitzten Thermodynamik
und der Molekularkinetik gelangt. Wir sehen,

in welchen Punkten die klassische Diffusions-

theorie durch "die Theorie der Brownschen
Bewegungen und der XKonzentrations-Schwan-
kungen zu ergidnzen ist, und wie durch letztere
die in der mikroskopischen Physik so auffallend
hervortretenden Divergenzen zwischen dem —
teilweise indeterministischen — Verhalten eines
individuellen Systems und dem durchschnittlichen
Verhalten einer Schar gleichartiger Systeme ins
rechte Licht gesetzt werden.

8. Verarllgemeipe'rungen.

Es wire recht verlockend, diese Betrachtungen
auch’auf andere, als irreversibel geltende Er-
scheinungen zu verallgemeinern. Beispielsweise
1aBt sich die Formel fiir das Veridnderlichkeits-
quadrat (14) auch in der Form schreiben:

A% = 282 P, ' (32)

wenn man beriicksichtigt, daB » = 2 laut (8)
gleich dem durchschnittlichen Schwankungs-
quadrate der GroBe (m—v) ist. Nun aber liegt es
nahe, diese Uberlegung auf die Wirmeleitung
zu iibertragen. Aus einem allgemeinen Theorem
der statistischen Mechanik kann man (pach
Glbbs, Elnstem, De Haas-Lorentz u. a.)
schlieBen, daB ein Korper von der Wirme-
kapazltat ¢, der sich im Warmegleichgewicht
mit seiner Umgebung befindet, Energieschwan-
kungen im durchschmttllchen Betrage von
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£2='

5 erfahrt.

geschwindigkeit derselben diirfte somit obige

Gleichung (32) gelten, wenn man einfach letz-

teren Ausdruck einfiihrt und in (15) den Diffu-
sionskoeffizienten D durch den Wirmeleitungs-
koeffizienten x ersetzt!). :

Ebenso kénnte man ganz allgemeln den Be-
griff der Wiederkehrzeit zur Definition der Giiltig-
keitsgrenzen des thermodynamischen Irrever-
sibilititsbegriffs benutzen, indem man sagt:
- Irreversibel
Reversibel
Anfangszustand eine im Vergleich zur Beobach-

tungsdauer {langel Wiederkehrzeit besitzt. Fiir
\kurze| : '

praktische Rechnungen bringt dies natiirlich
keinen besonderen Nutzen, da man die Wieder-
kehrzeit nicht allgemein und einfach zu berech-
nen versteht, aber vielleicht ist auch die rein
begriffliche Klarstellung dieser Verhiltnisse von
gewissem Wert.

II.- EinfluB fester Winde, dullerer oder
innerer Krifte auf die Diffusion.

I.Langsamkeitder DiffusioninKolloiden. .

Nun wollen wir zur Besprechung ganz kon-
kreter Probleme iibergehen, nidmlich der von
verschiedenen Seiten unternommenen Versuche
zur experimentellen Erforschung der Diffusion
in kolloiden L6sungen, was uns auch Gelegen-
heit bieten wird, unsere- Ausfiilhrungen iiber
Aquivalenz der Brownschen Bewegungen und
der Diffusionstheorie in einem wichtigen Punkte
zu ergidnzen, d. h. beziiglich der Grenzbedin-
gungen an festen ‘Wénden, sowie betreffs des
Einflusses eines duBeren Kraftfeldes, nach Art
des Schwerefeldes, oder innerer Molekular-
krifte.

Von unserem Standpunkt aus sehen wir es
als selbstverstindlich an, daB Kolloide diffun-
dieren, da ja ihre Teilchen Brownsche Bewe-

I) Jene Beziehung (32) gilt auch in dem spiter zu
besprechenden Spezialfalle eines Systems, welches Mole-
kularschwankungen unter EinfluBl einer elastischen Kraft
ausfiihrt (daher vermutlich anch in andern dissipativen
Systemen, soweit Zustinde in der Nihe des Gleichgewichts-
zustandes betrachtet werden), falls Z sinngemil mit Hilfe
der zu (13) analogen Gleichung definiert wird. Bezeichnen
wir mit x den in Betracht kommenden Parameter, von
.der Gleichgewichtslage aus gerechnet, mit 4x den Bruch-
A teil, um welchen er sich infolge der d155|pat1ven Krifte
(unter Vernachlissigung der Schwankungen) im Zeitraum 2z
gegen die Gle1chgew1chtslaoe hinnihern wiirde, so driickt

42 dx

somit die Formel - =2 einen sebr allgemeinen Zu-
£ x

‘sammenhang zwischen Geschwindigkeit und GréBe der

Schwankungen und thermodynamischen. Grolen aus.

'Fiir die Schwankungs-

}ers(:heint. ein Vorgang, wenn der

derselben geredet. wird, meint man solche Er-
schelnungen, bei welchen nicht die einzelnen
‘Teilchen verfolgt werden, sondern wo sich die
diffusiven Konzentrationsanderungen -im groBen
beobachten lassen. Nun wurde bekanntlich der

‘Mangel einer ausgesprochenen Diffusionstendenz

oder vielmehr die aullerordentliche Langsamkeit
der betreffenden Erscheinungen seit jeher als
charakteristisches Merkmal der : Kolloide ange-
sehen, und es ist tatsdichlich nicht leicht, an
denselben diesbeziiglich exakte Messungen aus-
zufiihren.

Die ersten Messungen an lyophoben Kol-
loiden sind wohl jene, welche Svedberg an
sehr kleinkérnigen Goldlssungen ausgefiihrt hat?).
Dabei wurde eine durch einen (1 Proz.) Zusatz von
Harnstoff beschwerte Schicht der Goldlosung
mit reinem Wasser iiberschichtét; dann wurde
die allmihliche Ausgleichung der Konzentration
mittels Messung des optischen Extinktions-
koeffizienten in verschiedenen Schichten ver-
folgt; es ergab sich fiir einen Kornradius
@ = 1,33- 1077 cm ein Diffusionskoeffizient
D = 1,35-107% was mit der theoretischen
Formel (S. 564), welche D= 1,31 10~% erfor-
dert, ganz iiberraschend gut stimmt. Die Pra-
zision derartiger Messungen diirfte aber nicht
groB sein, da die Versuche gegen 4 Tage
dauerten und unterdessen die Goldlésung bereits
infolge Koagulation gewisse Verinderungen erlitt.
Bei den 100—1000 mal langsamer diffun-
dierenden submikroskopischen -oder mikrosko-
pischen Kolloidteilchen diirfte diese Methode
kaum anwendbar sein; da miissen spezielle
Methoden erdacht werden, und zwar gelingt
dies dank dem Verhalten fester Wande gegen-
iilber der Diffusion.

2. Versuche iiber adsorbierende Winde,
Berechnung auf Grund der Brownschen
) Bewegung.

Die ersten Versuche, an grobkérnigen Kol-
loiden derartige Diffusion nachzuweisen, sind
von L. Brillouin (1912) auf Anregiing Perrins
unternommen worden?), und dieselben scheinen
mir, obwohl das SchluBresultat problematisch
ist, umso interessanter, als sie eine gewisse Ver-
wandtschaft mit unserer spater darzulegenden
Koagulationstheorie aufweisen. Der Grund-
gedanke ist' sehr einfach und sinnreich: In rein
wisseriger Gummiguttlésung haben die Gummi-

gutt-Teilchen die Eigenschaft, von glisernen

1) Th. Svedberg, Die Existenz der Molekiile. Leipzig
1912, S. 78—83

2) J. Perrin, La théorie du rayonnement etc., p. 212;
L. Brillouin, ‘Ann. chim. phys. 27, 412, 1912
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GefiBwinden beim AnstoBen abzuprallen, wo--

gegen Perrin bemerkte, ddB sie in-angeséduerter
oder stark (iiber g5 Proz.) glyzerinhaltiger Losung
an den Winden klebén bleiben, sobald 51e m1t
denselben in Beruhrung kommen?)..

‘ Wenn somit in glyzerinhiltiger Losung eine
Glasplatte eingetaucht wird, so muB sich die-
selbe im Laufe der Zeit mit einer wachsenden

Anzahl Gummigutt-Kérmchen bedecken, wihrend .

die Verarmung der angrenzenden Fliissigkeits-
schichten durch Diffusion ausgeglichen . wird.
Die Anzahl der in gewisser -Zeit angeklebten
Teilchen, welche sich dann durch Abzidhlen der
mikrophotographischen Aufnahine unter dem
Mikroskop bestimmen JliBt, ermdglicht somit
eine Ermittelung des Diffusionskoeffizienten, und
zwar meint Brillouin, daB sich hierzu die
Formel fiir das durchschnittliche Verschiebungs-
quadrat (5). beniitzen lasse, indem die eine
Hilfte der Teilchen eine positive, die andere
Hilfte eine negative. Verschiebung erleide, so-
mit in der Zeit ¢ die Anzahl

M= —1/Dz (33)

Teilchen an der GefiBwand kleben ‘bleiben
miibte . (wenn » die Anzahl der Teilchen pro
cm?® bedeutet). Auf diese Weise erhielt Bril-
louin durch Auszihlen von M und » den Wert
des lefu51onskoeff121enten :

2M?
D= vt
was 1hm durch Vergleich mit der Sutherland-
Einsteinschen Formel - :
H T o

die Bestlmmung der Avogadro- Loschmldt-l'

schen Zahl zu N = 69 - 10*2 ermoglichte.
Nun is‘; aber jene Berechnungsmethode

offenbar mangelhaft?). Man hitte nicht V—Azxf,
sondern " den Durchschnittswert der absoluten

Verschiebung 'A xI zu beniitzen, und iiberdies,
was das Wichtigste ist, kommt es ja gar nicht
auf die GroBe der im Zeitpunkt # erreichten
Verschiebung an, ‘sondern auch auf alle Ver-
schiebungen in der Zwischenzeit. Es kommen
auch solche Teilchen vor, welche zwar zu derZeit
sich in der Anfangslage befinden, aber in der
Zwischenzeit eine so groBe Elongation durch-

1)-Solche Erscheinungen kommen bei Kolloiden wohl
hdufig vor; vermutlich werden Rauchteilchen (R. Lorenz
u, W, Eitel, loc, cit.) immer nur adsorbiert, was die
Instabilitit gasformiger Kolloide erkliren wiirde, Der-

artige Adsorptionsvorgiinge, ebenso wie die im dritten |

- Vortrag zu behandelnde Koagulation, tragen natiirlich
einen (scheinbar) irreversibeln Charakter zur Schau, in
dem Sinne wie dies vorher erortert wurde.

" 2) Vgl. M. v. Smoluchowski, Wien. Ber. 124,
263, 1915,

~

_groBere) erleide.

gemacht haben daB sie mit der Wand in Be-
ruhrung ‘gekommen sind. -
Befinden sich ‘also anfanglxch vax Tellchen

" in der Entfernung x----.. ¥+ dx von  der

Wand, so werden hiervon im Zeitraum ¢ die-
jenigen -an derselben haften bleiben, welche im
freien Medium in jenem Zeitraum irgend ein-
mal eine groBere maximale Elongation als x
erreicht hitten. Oder anders ausgedriickt: Be-
zeichnen wir mit W(x)d¢ die Wahrscheinlich-
keit, daB ein anfangs im Nullpunkt befindliches
Teilchen die positive Verschiebung. x zum
ersten Male im Zeitraum ¢-.-¢ 4 d¢ erleide,
so wird die durchschnittliche Gesamtzahl der
Teilchen, welche aus einer in X unendlich aus-
gedehnten, anfinglich gleichmiBig konzentrierten
Fliissigkeitssdule in jenem Zeitraum an die
Flachenemhelt der Wand x =o stoBen, betragen :

(35).

- Es handelt sich also darum, die Wahrschem-
lichkeit W(¥) zu ermitteln, daB ein Teilchen
bis zu der Zeit # immer nur kleinere Elongatlonen

th=vdtj W(x)dx

~als x aufweise und erst im darauffolgenden

Intervalle di° die Verschiebung % (oder eine
Um den - mikroskopischen
Vorgiangen Rechnung zu tragen, koénnen wir
gemiB dem, was friiher iiber die Entstehung , der
Brownschen’ Bewegung gesagt war, uns ]edes_
Teilchen ‘in Zeitintervallen = mit glelcher Wahr- -
scheinlichkeit eine positive oder negative: "Ver-
schiebung J ausfithrend denken. So lassen sich
nun die Wahrscheinlichkeiten &,,,,, daB die positive
Verschiebung um #-Einheiten zum ersten Male
beim  ten. yWurf“ auftrete, durch sukzesswe
Berechnung ermitteln, indem man z. B.. fiir
# =2 das leicht verstindliche Schema ansetzt: -

n— _ _4_3’_.2 —~I|0 +Il42
m—o /I\‘
/\/\
" /\/\
3
/\/\ /\
A % 6 16 -1“6
- /\/\/\
- /\/\/ \/\
6 | X & 14 14, ’
_64, 64 . 64 64 84
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Berechnet man nun die fettgedruckten Briiche
fiir sukzessive m- und #-Werte, so erhilt man
fiir die in Rede stehenden Wahrschemllchkelten
@, das Schema:

” I 2 3 | 4 5 6 7
1
me==1| —
2 ,
1
2 — o
4
I 1
I Bl
: 2 1
4 16 16
2 3 z
5 32 32 . 32
6] 5 4 1
‘ 64. 64 64
,| S 9. 5 X
123 128 128 128_

~Das allgemeine Bildungsgesetz dieser Koef-
fizienten @, , ergibt sich leicht, wenn man be-
merkt, da sie 2u den betreffenden Binomial-
koefflzlenten in einfacher Bezichung stehen Es
gilt ndamlich:

wm -\
n
fom = m\

und dieser Ausdruck 1iBt sich fiir groBe #, m
in derselben Art approximieren, wie das bei Ab-
leitung der Brownschen Bewegung geschah;
es ist @n, gleich Null, falls (m-—n) ungerad
zahlig ist, und gleich

(36)

. lim Ao =

falls (m—mn) gerade ist; wird also

2
m‘=i,D=d‘_’
- T 27T

x

n = _d‘_’

gesetzt, so erhdlt man durch den Greﬁzﬁbergang
fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit:. :

mﬂ

YT,
Iim a,l,,.dt xe — dt.

2V.7r )3

Nach dieser Formel hitte man also die
Wabhrscheinlichkeit zu berechnen, daf3 ein vom
Nullpunkt ausgehendes Teilchen infolge seiner
Molekularbewegung zum erstenmal im Zeitraum
t-.--4+ dt die Abszisse x {iberschreite, und
eine dhnliche, nur durch Beriicksichtigung der
superponierten Schwerkraftbewegung verallge-
meinerte Formel ist bei der exakten Berechnung

W(x)dt = (37)

' wir also, daB die Anzahl der

der bekannten threnhaft-Millika.nschen Ver-
suche iiber Elektronenladung anzuwenden?).
Zu unserer Aufgabe 'zuriickkehrend, sehen
im Zeitraum
-4 dt an der Wand anklebenden Teilchen
gegeben ist durch:

vdt 7

— 4Dt —

Ndt = 3 n Dﬁjxe dx v dt
(38)

und die Gesamtzahl der bis zum Zeltpunkt t

daran haften gebhebenen ist:

M= fl/-dt—fﬁ@t ‘(39)

was also ein im Verhiltnis 2V]—c groBeres Re- -

sultat gibt als Brillouins Berechnung (33).
Aus den Versuchen dieses Forschers wiirde also

fiir D ein im Verhaltnis g ™ kleiner Wert von

D folgen und dementsprechend ein. vollstindig
falscher Wert fir die Loschmidtsche Zahl
(N=176-10%%). Das zeigt, daB jene Methode
noch an einem prinzipiellen Fehler leiden muB.

Die Aufklirung dieses Widerspruchs scheint
mir recht einfach. Es zeigt sich eben, daB die
Voraussetzung, daB. ein jedes an die Wand
stoBende Teilchen an derselben sofort haften
bleibe, bei jenen Versuchen nicht zutreffend
war. Experimentell 14Bt sie sich ja direkt nicht
beweisen, da es nicht moglich ist zu konstatieren, .
ob die Teilchen wirklich schon beim ersten
Ansto an der Wand haften bleiben, oder ob
sie durchschnittlich mehrere Male anstoBen
miissen, bevor ein Festhaften erfolgt,

Falls letzteres der Fall ist, erklart sich die
Verminderung der beobachteten Zahl der an-
haftenden Teilchen ohne weiteres. Der physi-
kalische Grund des Haftenbleibens diirfte, aus
elektrosmotischen Erscheinungen zu schliefen,
darin ‘liegen, dall die elektrische Doppelschicht
an der Oberfliche der Wand-und der Teilchen,
welche sonst sozusagen wie ein elastisches Polster
wirkt, infolge des Glyzerin- oder Elektrolyt-
zusatzes verschwindet, so daB die kapillaren
Anziehungskrifte zur Wirkung kommen (oder
vielleicht sogar spezielle Anziehungskrifte ent-
stehen). Es wire also wohl zu erwarten, daB
ein sofortiges Haftenbleiben erfolgt, falls die
Wand vollstindig entladen ist, wie dies bei
starkem Elektrolytzusatz stattfindet; ob dies aber

1) H. Fletcher, Phys. Rev, 33, 81, 1911; E.Schré-

‘dinger, diese Zeltschr 18, 289, 19153 M., v. Smolu-

chowski, ibidem S. 321, 1915,
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‘bei jenen Versuchen der Fall war, ist ganz un-
bekannt?). ' o

1} Auch kann unsere Rechnung nur dann Giiltigkeit
beanspruchen, falls die Anzahl der anklebenden Teilcken
so .gering ist, daB sie sich gegenseitig nicht behindern.
Ubrigens wire, genan genommen, auch die scheinbare

So sinnreich also auch jene Methode ist,
scheint sie praktisch zur Gewinnung zuvérlds-
siger Resultate nicht geeignet zu sein.

Vermehrung :des' Zihigkeitswiderstandes in unmittclbarer
Nihe der Wand als Korrektur bei der Rechnung einzu-
fiihren,

(SchluB folgt.)

- BESPRECHUNGEN.

A. Miethe, B, Seegert, F. Weidert, Die

. totale Sonnenfinsternis vom 21, August 1914,
beobachtet in Sandnessjden auf Alsten
(Norwegen). Gemeinsame Expedition der Ko-
niglich Technischen Hochschule Berlin und
der Optischen Anstalt C. P. Goerz A.-G.
Friedenau. 4% Xund 93 S. mit einem Gelinde-
plan, 63 Abbildungen und 10 Tafeln. Braun-
schweig, Friedr. Vieweg & Sohn. 1916.
Geb. M. 12.—. . :

Die Beobachtungen der Sonnenfinsternis am 2I.°

August 1914, deren Totalititszone sich iiber Norwegen,
Schweden, durch RuBland iiber Riga, Kiew, die Krim
bis Trapezunt erstreckte, sind zum grofBten Teile durch
ungiinstiges Wetter oder durch den Ausbruch desKrieges
vereitelt worden. - Da die klimatischen Verhiltnisse in
SiidruBland die meiste Aussicht auf gutes Wetter zu
gewahren schienen, hatte die Mehrzahl der von den
verschiedenen Lindern. ausgesandten Expeditionen dort
ihre Beobachtungsorte gewihlt. Auch eine groBe An-
zahl deutscher Astronomen war ja mit vielen wertvoilen
Instrumentent Ende Juli 1914 dorthin gereist — ein deut-
licher Beweis, wie unsinnig die Behauptung ist, daB der
Krieg von deutscher Seite vorbereitet und veranlaBt wor-
den sel. Da es sehr erwiinscht war, da® wenigstens eine
der Expeditionen auch eine andere, moglichst weit ent-
fernte Stelle der Totalititszone besetzte, wihlten die
Berliner Beobachter nach reiflicher Uberlegung einen
Ort auf der norwegischen Insel Alsten, um dort ihre
Instrumente aufzubauen. Und das war ihr Gliick; sie
konnten sich nicht nur am Tage der Finsternis sehr
guten Wetters erfreuen, sonderm wurden auch nach
dem Kiriegsausbruche -durch die Gastfreundschaft der
norwegischen Regierung weitgehend unterstiitzt. Aller-
dings muBte eine letzte Sendung von Instrumenten
wegen der Gefahr des Seetransportes in Deutschland
zuriickbleiben, auch kehrten die dienstpflichtigen Mit-
glieder, um nicht von der Heimat abgeschnitten. zu
werden, alsbald zuriick, so daB aus Mangel an Beob-
achtern und Instrumenten leider nur ein Teil des groB
angelegten und gut vorbereiteten Beobachtungspro-
gramms zur Ausfihrung gelangen konnte. Prof. A.
Miethe berichtet eingehend iiber den Beobachtungs-
plan, die Vorbereitungen, die Reise und den Verlauf
der Finsternisbeobachtungen. Dr. Seegert beschreibt
die zur Aufnahme der Zeitsignale von Norddeich und
Eiffelturm errichtete drahtlose Empfangsstation, die
sogar nach Beginn des Kriegszustandes unter Uber-
wachung eines norwegischen Beamten- weiter benutzt
werden durfte, die trigonometrische Bestimmung der
Lage des Beobachtungsortes, die Kontaktbeobachtungen
und die mit einer Thermosdule ausgefiihrten Messun-
gen der Sonnenstrahlung. In der Hauptsache ist aber’
die vorliegende Verdffentlichung der genauenr Beschrei-
bung aller Beobachtungswerkzeuge gewidmet, die von-

dem’ Mitgliede der Firma Goerz Dr. F. Weidert ge-

liefert wurde. Es werden der Reihe nach besprochen:

Die von Professor Miethe nur durch Anderung des
Spiegelabstandes aus dem Cassegrain-Reflektor der Tech-
nischen Hochschule hergestellte horizontale Kamera von
nahe 20 m Brennweite; eine horizontal gelegte photogra-
phische Kamera mit dreilinsigem Anastigmaten von11cm
Offnung und 345 cm Brennweite nebst exakt arbeiten-

' der Wechselkassette und Colostaten mit 30 cm groem

Planspiegel; ein parallakticch aufgestellter Astrograph
mit dhnlichem Objektiv von 2o cm Offnung und 100 cm
Brennweite; ein mit zwei ebensolchen Objektiven von
12:60 cm ausgeriisteter parallaktischer Astrograph; ein
zur Aufnahme des Flahspektrums bestimmter Spektro-
graph mit zwei Objektivprismen aus Quarz und einem
Quarzobjektiv von 8: 100 cm, ebenfalls parallaktisch
aufgestellt; zur Aufnahme des Zufieren Koronaspektrums
ein besonders lichtstarker Spaltspektrograph, mit einem
oder zwei Flintglasprismen benutzbar, das Kameraob-
jektiv von dem seltenen Offnungsverhiltmis 6: 12 cm,
das Refraktorobjektiv 15:75 cm; um das Rohr dieses
ebenfalls parallaktischen Instruments in einer runden
Trommel montert vier gleiche Objektive 10:36. cm
zu photorhetrischen Aufnahmen der Korona in be-
stimmten durch Strahlenfilter begrenzten Farbengebieten;
eine Kamera, mit der die Erscheinung der total ver-
finsterten Sonne nach dem Mietheschen Dreifatben-
verfahren aufgenommen werden sollte und endlich ein
neuartiges photographisches Spiegelteleskop, bei wel-
chem der Spiegel — #hnlich wie beim Schupmann-
schen Medial — durch ein auf der 'R%iickseite'vgrsilber-
tes zweilinsiges Objektiv gebildet wird. Dieser ,,apla-
natische Linsenspiegel* ist in allen Fillen, wo es nicht,
wie z. B. bei Nebelaufnahmen, auf die Nutzbarmachung
des ultravioletten Lichtes ankommt, wegen seines selbst
bei dem groBen Offnungsverhiltnis:1:3.noch etwas
iiber 3% umfassenden, gut korrigierten Gesichtsfeldes
sehr-beachtenswert. Die vielfach ganz neuen optischen
Konstruktionen wurden nicht nur durch Rechnung auf
ihre Fehler gepriift, sondern auch nach ihrer Fertig-
stellung empirisch durch -Anwendung der Blenden-
methode untersucht und, wenn sich merkliche Fehler ‘er-
gaben, durch Retuschierung verbessert. Die mitge-

-teilten Fehlerkurven lassen deutlich erkennen, von wie

gutem Erfolge das Bestreben der Firma Goerz, diese eigen-
artigen astrophysikalischen Hilfsmittel in erstklassiger
Form herzustellen, gekront war. -

Beschlossen wird der lesenswerte Band durch eine
Reihe von Aufnahmen der total verfinsterten Sonne,
welche die Protuberanzen, die innere und die dulere
Korona schoén zeigen. J. Hartmann. .
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