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PHASENUBERGANGE UND RENORMIERUNG IN DER PHYSIK

PETER HANGGI

Mit Phaseniibergéingen und kritischem Verhalten von physikalischen Systemen, wie
sie etwa in Fliissigkeiten beim Ubergang gasformig — fliissig, fliissig — fest, oder in
magnetischen Werkstoffen und Legierungen auftreten, beschiftigen sich Physiker seit
iiber 100 Jahren. Ein Teil der Geschichte sowie die Grundideen der Theorie fiir kriti-
sches Verhalten von Materialien sollen hier im folgenden niher skizziert werden.

In den Vorlesungen fiir Physiker begegnet man bedeutenden Forschern wie Newton,
Einstein, Maxwell und Bohr als den Wegbereitern fiir die Entdeckung neuer fundamen-
taler Naturgesetze. Innerhalb der Physik gibt es ndmlich nur vier fundamentale Wech-
selwirkungen (Gravitationskraft, elektrische Kraft sowie die ,,Schwachen*“ und ,Star-
ken“ Krifte im Mikrokosmos, die den Aufbau der Atome bestimmen), mittels derer
eigentlich alle Phinomene der Natur erklirbar sein miiiten. Betrachtet man Physik
aber ausschlieBlich nur als die Wissenschaft fiir das Fundamentale, dann ist die Zukunft
fiir Physiker, sowie fiir die Physik selbst, wohl eher zum Bankrott verurteilt. Viel
erfolgverspréchender ist da schon eine Auffassung, in der Physik auch als die Wissen-
schaft verstanden wird, die die Naturphdnomene mittels mathematischer und numeri-
scher Methoden zu beschreiben vermag. Selbst wenn man die Grundgleichungen der
Mechanik sowie die Grundprinzipien der statistischen Mechanik sehr genau kennt,
versteht man deshalb noch lange nicht die Vielfalt aller moglichen Phidnomene, die erst
durch das Zusammenwirken vieler Teilchen ermoglicht werden. Dazu bedarf es vieler
Einsichten und Ideen, die oft erst von anderen Zweigen der Physik oder auch der
Mathematik iibertragen werden miissen. Umgekehrt entwickelt sich daraus ein Nahrbo-
den fiir weitere Fortschritte innerhalb und zwischen den Gebieten mit Berithrungspunk-
ten von Physik und Mathematik. Dieses Wechselspiel wird sehr deutlich am Beispiel der
Entwicklung der Theorie fiir die Phaseniiberginge.

Klassische Periode von Van der Waals bis Landau

Das Studium der Relationen zwischen Gasen und Fliissigkeiten war ein Gegenstand
groBer Forschungsaktivitidten in der ersten Hilfte des 19. Jahrhunderts. Ahnlich, wie
man aus der téglichen Erfahrung den Ubergang von Wasser zu Eis bei Tg = 0°C (bei
einer Atmosphire AuBendruck) schon lange kennt, beobachtet man auch, da8 die
fliissige Phase ab einer gewissen Temperatur T, = 374°C und Druck P, = 218 Atmos-
phéren kontinuierlich in die Gasphase iibergeht (Fig. 1). Insbesondere ist die gasfor-
mige und die flissige Phase in einem Druck-Temperatur-Diagramm durch die Koexi-
stenzkurve getrennt (siehe Fig. 1[a]). Lings dieser Kurve sind beide Phasen im Gleich-
gewicht. Der Tripelpunkt bei Ty = 0.0098°C und 0.0060 Atmosphéren, in dem Eis —
Wasser — Dampf im Gleichgewicht sind, liegt also leicht iiber dem Gefrierpunkt Tg. Mit
steigender Temperatur nimmt die Differenz der Dichte zwischen den beiden Phasen ab,
bis sie am Endpunkt, dem ,kritischen Punkt“ mit Temperatur T = T, kontinuierlich
verschwindet (siehe Fig. 1[b]). Fiir Temperaturen groB8er als T, existiert dann nur noch
die Gasphase.

Van der Waals gab in seiner Dissertation von 1873 erstmals eine Zustandsgleichung
an, die zusammen mit der sogenannten Maxwell-Konstruktion ein derartiges Verhalten
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Figur 1: (a) Koexistenzkurve der festen, fliissigen und gasformigen Phasen von Wasser mit dem
kritischen Punkt gegeben bei Temperatur T, und Druck P.. Der waagrechte Pfeil in (a)
kennzeichnet einen Phaseniibergang (PU) erster Ordnung mit endlichem Sprung in der
Dichte, wihrend der Pfeil tangential zur kritischen Koexistenzlinie den Phaseniibergang
zweiter Ordnung bei (T, P.) kennzeichnet, in dem sich jetzt die Dichte beim Ubergang
kontinuierlich #ndert, d. h. gg — 06 ~ | T=T |*% B > 0.
(b) Dichte der Fliissigkeit gr (oberer Zweig) und des Gases, gg, (unterer, gestrichelter
Zweig) entlang der Koexistenzkurve in 1(a).
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beschreibt. Danach gilt fiir die Differenz zwischen Dichte ¢ und ihrem kritischen Wert
Qc, d. h. dem ,,Ordnungsparameter”, ein Verhalten

(9_ Qc) ~* (Tt:_T)ﬁ

mit (+) fiir die fliissige und (-) die gasférmige Phase. Der ,kritische Exponent“, B,
ergibt sich auf Grund der Van der Waals-Theorie zu § = 1/2. Die Wichtigkeit der
Arbeit von Van der Waals hat Maxwell historisch sofort erkannt. So schreibt er in
einem Vortrag im Jahre 1875 fiir die Chemische Gesellschaft:

,»The molecular theory of the continuity of the liquid and gaseous states forms the subject of an
exceedingly ingenious thesis by Mr. Johannes Diderick van der Waals, a graduate of Leyden.
There are certain points in which I think he has fallen into mathematical errors, and his final
result is certainly not a complete expression for the interaction of real molecules, but his attack
on this difficult question is so able and so brave, that it cannot fail to give a notable impulse to
molecular science. It has certainly directed the attention of more than one inquirer to the
study of the Low-Dutch Language in wich it is written.“

Des weiteren hat Einstein im Jahre 1910 gezeigt, daB fiir die Dichteschwankungen
< A @? >, folgender Zusammenhang besteht
o’kT

<A92>= v AT

wobei V das Volumen, k die Boltzmannsche Konstante, und 1 die isotherme Kompres-
sibilitit bedeuten. Dabei hat Finstein jedoch stillschweigend vorausgesetzt, da die
Schwankungen in verschiedenen Volumenelementen statistisch unabhingig voneinander
vorkommen. Die Van der Waals-Theorie sagt nun fiir die isotherme Kompressibilitét
(allgemeiner die Suszeptibilitit) eine kritische Divergenz der Form

1 (av

Hr = a—P) ~IT-Te 1Y

v
voraus, wobei y = 1 und P den Druck bedeutet. Daraus berechnete Einstein, daB die
Lichtstreuung in der Fliissigkeit proportional zu »/A* (Rayleigh-Verhalten) ist, und
deshalb am kritischen Punkt nach unendlich geht. Am kritischen Punkt bewirken die
Dichteschwankungen eine ,kritische Opaleszenz®, d. h. eine milchig-triibe Brechung
des einfallenden Lichtes. Auf eine innere Inkonsistenz dieser Einsteinschen Analyse
haben 1914 schon Ornstein und Zernike hingewiesen. In einer etwas obskuren und nur
schwer verstindlichen Arbeit wiesen diese Autoren darauf hin, daB die Korrelationen
der Dichtefluktuationen nicht null sind, sondern exponentiell abfallen, wie

-

wobei die Korrelationslinge E selbst kritisch wird, d. h.
E~IT-T. I

mit v = 1/2. Die Dichtefluktuationen fallen im kritischen Punkt also nicht mehr expo-
nentiell, sondern proportional zu 1/r ab. Dies fiihrt dazu, wie auch experimentell
beobachtet wird, daf§ die Streuung des Lichtes am kritischen Punkt nicht dem Rayleigh-
schen Gesetz, d. h. proportional A, sondern stirker, proportional A~2, zunimmt. Das
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herausragende physikalische Konzept in der Arbeit von Ornstein und Zernike war also
die Erkenntnis, daB kurzreichweitige molekulare Krifte durchaus langreichweitige Ord-
nung erzeugen konnen (unendliche Korrelationslinge). Zu Anfang des 20. Jahrhun-
derts wurde dhnlich kritisches Verhalten an vielen anderen Systemen, so zum Beispiel in
Ferromagneten, bindren Legierungen und flitssigem Helium beobachtet. Landau hat
dann 1937 erstmals eine vereinheitlichte, aber rein phdnomenologische Theorie aufge-
stellt, in der man annimmt, da die sogenannte thermodynamische freie Energie F
(d. h. die Energie als Funktion von Volumen und Temperatur bei konstanter Teilchen-
zahl N) am kritischen Punkt analytisch ist. Damit ist F in eine Taylorreihe in Potenzen
des Ordnungsparameters der Phase entwickelbar. Diese (,,mittlere Feld“) Theorie lie-
fert fiir alle Phaseniiberginge zweiter Ordnung, d. h. Uberginge mit kontinuierlicher
Verinderung des Ordnungsparameters (erster Ordnung wire ein Ubergang mit unsteti-
ger Anderung des Ordnungsparameters bei T = T, siehe Figur 1) dieselben kritischen
Exponenten

YL=1,ﬁL=1/2,VL=1/2.

Diese Theorie umfaBt alle fritheren spezielleren Theorien von Van der Waals (1873)
fiir Gase, von Weiss (1907) fiir den Ferromagnetismus sowie die von Gorsky (1928),
Dehlinger (1930), Borelius (1934) und Bragg und Williams (1935) fiir Legierungen. Mit
anderen Worten, die Landau-Theorie beschreibt das gleiche kritische Verhalten fir all
diese Systeme, obwohl die entsprechenden Materialgleichungen ganz unterschiedliches
Aussehen haben.

Die Revolution durch Onsager

Schon kurz vor der Jahrhundertwende hat man Beobachtungen in einer Fliissigkeit
angestellt, die mit dem vorausgesagten Verhalten der Van der Waals-Theorie (d. h. B =
0.5) nicht im Einklang waren. So schreibt der Physiker Verschaffelt im Jahre 1900:

,»Gegenseitig konnen keine experimentellen Beweise gegeben werden, daB bis zur unmittelba-
ren Umgebung des kritischen Punktes gr — gg = A | T - T, 193 nicht gelten wiirde an Stelle
der theoretischen Formel gr o = A 1T - T, 105«

Diese Arbeit wurde aber zunidchst nur wenig beachtet. Das Ritsel, wie kritische
Exponenten und das kritische Verhalten fundamental zu erkliren sind, blieb lange Zeit
bestehen. Die Zeit war fiir eine solche Erklirung einfach noch nicht reif. Zudem zog die
aufkommende Quantentheorie die Physiker in ihren Bann. Die Ausnahme am Interesse
fiir kritische Phinomene bildeten zu jener Zeit ein paar wenige, aber wichtige Arbeiten,
wie die von Lenz und Ising (1925) zum Ferromagnetismus sowie natiirlich die oben
erlduterte phinomenologische Theorie von Landau.

Eine dramatische Wende setzte um die vierziger Jahre ein. Im Jahre 1941 duBerten
die Physiker Kramers und der aus Basel stammende Wannier die Vermutung, daB die
spezifische Wirme nicht wie von der Landau-Theorie vorausgesagt bei T, einen Sprung
macht, dafiir aber logarithmisch divergiert. Im Jahre 1944 hat dann Onsager eine exakte
Losung fiir das zwei-dimensionale Ising-Modell (ohne duBeres Magnetfeld) publiziert.
Darin wurde gezeigt, daB die freie Energie F als Funktion der Zustandssumme

Z = exp (- %), d. h.
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=—kThZ,

im thermodynamischen Limes (Teilchenzahl N — o, Volume V — o, N_ const) eine

Singularitit besitzt. Die freie Energie ist also nicht analytisch bei T = T.. Mit anderen
Worten, eine Entwicklung der freien Energie a la Landau existiert streng genommen
nicht. In nachfolgenden Arbeiten von Onsager und Mitarbeitern sowie von Yang, hat
man die kritischen Exponenten fiir dieses realistische zweidimensionale Modell exakt
bestimmt. Man findet, daB die spezifische Wirme in der Tat logarithmisch divergiert,
bzw. die exakten Werte fiir die kritischen Exponenten

Yo=T7/4, B,=18undv, =1

fiir dieses Modell von den Werten der Landau-Theorie erheblich abweichen. Dieses
Resultat war natiirlich ein schwerer Schlag fiir alle klassischen Theorien vom Typ nach
Van der Waals, Weiss und Landau. In den fiinfziger Jahren hat man dann mittels
verschiedener mathematischer asymptotischer Methoden und N#hrungen, wie der Padé-
Approximation, und wihrend der siebziger Jahre mittels der Boreltransformierten,
entscheidende Fortschritte fiir eine Vielfalt von realistischen, auch dreidimensionalen
Modellen erzielt. Insbesondere hat man zusammen mit neueren experimentellen Mes-
sungen gewisse RegelmiBigkeiten gesehen. So beobachtet man, daB die kritischen
Exponenten bei kontinuierlichen Phaseniibergéngen (im Gegensatz zu diskontinuierli-
chen Phaseniibergiangen erster Ordnung) ein universelles Verhalten zeigen, d. h., daB
die kritischen Werte fiir viele verschiedene Materialien dieselben sind. Die kritischen
Exponenten {y, f§, v} (und andere) hingen dabei nur von den ,,globalen“ Eigenschaften
wie

(i) Raumdimension d, 1 < d < 4 [fiir d > 4 gelten fiir {y,,v} die Landau-Werte, und
fiir d < 1 gibt es keine Phaseniiberginge],

(ii) Komponentenzahl n fiir den Vektor der Wechselwirkung,

(ili) Symmetrie und der Reichweite dieser Wechselwirkung,

ab.

Die Exponenten sind aber weiter nicht von den Einzelheiten des Systems abhéngig,
wie z. B. der Gitterstruktur, etc. Auf Grund dieser Beobachtungen hat 1965 Widom die
Homogenitdtsannahme eingefiihrt. Danach kann der Anteil der freien Energie F, der
das kritische Verhalten bestimmt, geschrieben werden als

F=IT-T.P*hIT-T. ™) ,A=2-0—f

worin h das symmetriebrechende Feld (z. B. das Magnetfeld im ferromagnetischen Fall
oder den Druck im Falle von Fliissigkeiten) darstellt. Diese Annahme fiihrt dann
zwanglos auf einen Zusammenhang zwischen den kritischen Exponenten, der sich in der
Form von sogenannten Skalenrelationen ausdriicken 148t. Mit dem kritischen Exponen-
ten o fiir die Divergenz der spezifischen Wirme

Cy~IT-T, I®

gilt dann beispielsweise
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a+2f+y=2.

Dieselbe Relation gilt natiirlich fiir die Landau-Exponenten mit o, = 0, i, = 1/2, vy,
= 1 und die zwei-dimensionalen Onsager-Werte a, = 0, f, = 1/8, v, = 7/4. In drei-
dimensionalen Systemen mit n = 1 findet man mit y ~ 5/4, f§ ~ 5/16 fiir die Divergenz
der spezifischen Wirme C, ~I T - T, I, d. h. a ~ 0.1.

Im nachhinein muB auch festgestellt werden, daB Onsager mit seiner exakten Losung
fiir das zweidimensionale Ising-Modell mit d = 2, n = 1 doch auch Gliick gehabt hat. In
anderen Fillen gibt es fir d = 2 mit n > 2 (und natiirlich fir d = 1,
n = 1) nimlich iiberhaupt keine Phaseniiberginge (Polyakov 1975; Brezin 1976), d. h.
der Ubergang wird mittels starker Fluktuationen unterdriickt. Der sehr merkwiirdige
Fall mit d = 2, n = 2 (X - Y Modell) ist bis heute noch umstritten.

Die Renormierung

Das fundamentale Problem besteht nun darin, die phdnomenologische Homogenitits-
annahme und die Universalitit im Detail zu verstehen. Insbesondere muB eine neue,
quantitative Theorie gleichzeitig zwei Probleme losen:

1. Wie kann man die kritischen Exponenten a, B, ¥, v, ... etc. praktisch berechnen?
2. Wie kann man die experimentell beobachtete Universalitit dieser Exponenten sowie
die Skalenrelationen erkldren?

Die Methode der Renormierung liefert nun sowohl eine Erklirung fiir die Universali-
tit als auch eine praktische Methode zur Berechnung von kritischen Exponenten. Die
Renormierung ist ganz auf die besonderen Verhéltnisse am kritischen Punkt ausgerich-
tet. Wie vorhergehend schon erldutert, geht am kritischen Punkt die Kohérenzlinge
nach unendlich. Der kritische Punkt ist deshalb durch eine Invarianz gegeniiber Skalen-
transformationen ausgezeichnet. Fiir die Phaseniiberginge wurde diese Idee erstmals
von Kadanoff (1966) konkretisiert. Die Idee ist dabei die folgende: Die Energiefunktion
(Hamiltonfunktion) H des Systems wird transformiert bzw. ,renormiert* (R)

d

H' = R [H], bzw. exp(—f—T)E Sggl{exp(—g:)}. ' R1)

Die Renormierung transformiert dabei die urspriingliche Hamiltonfunktion mit N
Freiheitsgraden in eine neue mit nur noch N’ Freiheitsgraden, wo N’ = N/bd. Dabei ist b
> 1 der Skalierungsfaktor der Renormierung, und d bedeutet die Raumdimension.
Diese im allgemeinen nichtlineare Transformation ist dabei so zu wihlen, daB die
Zustandssumme, Z = [ exp (- B H) dr™ dp~, dabei invariant bleibt. Die entscheidende
Bedingung ist also

Iy [H'] = ZN[H]- (R2)

Dieses ,, Ausdiinnen der Freiheitsgrade“ bewirkt nun sowohl eine Anderung der Lin-
genskala x — x' = x/b und der Impulse p — p’ = bp sowie eine Anderung der Para-
meter der Wechselwirkung. Die Operation in (R1) nennt man die ,Renormierungs-
gruppe“, da R mathematisch eine Halbgruppe bildet. Das Wort ,,Renormierung”
kommt von der Prozedur, bei der man die Wechselwirkung der irrelevanten
(N —N) alten Freiheitsgrade in effektive Wechselwirkungen unter den verbleibenden N’
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Freiheitsgraden einbaut. Graphisch ist der Vorgang der (Ortsraum)-Renormierung mit
b = 3 in der Figur 2 veranschaulicht.
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Figur 2: (a) — (b) Kadanoff-Transformation (K): Hy, = K H,
(a) - (b) — (c¢) Ortsraum-Renormierung: A’ = R [H]

Die Iteration der Renormierungsgruppentransformation fithrt auf die Fixpunkte,
d. h.

R [H*] = H*. (R 3)

Mittels einer linearen Entwicklung um diesen Wert H* der Hamiltonfunktion (falls so
ein Fixpunkt auch wirklich existiert) erhilt man einen linearen Operator, dessen Eigen-
werte {A} mit den kritischen Exponenten zusammenhingen bzw. diese bestimmen.
Eine Universalititsklasse enthilt dabei all jene urspriinglichen Hamiltonfunktionen, die
auf denselben Fixpunkt fiithren.

Di Castro und Jona-Lasinio (1969) und vor allem Wilson (1971) brachten die Ideen
von Kadanoff in eine Form, die quantitative Rechnungen erlaubt. Zusammen mit Fisher
fithrte er auch die erste, sogenannte e-Entwicklung durch; d. h. mit e = 4 — d entwickel-
ten sie kritische Exponenten in der Raum-Dimension d = 4 — € nach Potenzen von .
Schon 1960 hatte nimlich Ginzburg (Ginzburg-Kriterium) darauf hingewiesen, dafB
oberhalb d > 4 die Landau-Theorie richtig ist, daB aber unterhalb von vier Dimensio-
nen, auf Grund starker Fluktuationen, die Landau-Theorie versagt. In diesem Zusam-
menhang muB auch ein rigoroses Resultat von Kac und Mitarbeitern (1963) erwihnt
werden, in dem gezeigt wurde, daB bei langreichweitiger Wechselwirkung — was fiir die
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intermolekularen Krifte in der Natur natiirlich nicht gilt — die Landau-Theorie bzw. die
klassischen Theorien richtig werden. Wilson und andere wiesen auch darauf hin, daB
das Problem der kritischen Phinomene auf das Engste mit der Renormierung der
(Ultraviolett-)Divergenzen in der Feldtheorie zusammenhingt. Dort wurden dhnliche
Ideen fiir eine solche Renormierung schon 1953 von Stiickelberg und Petermann skiz-
ziert. Damit konnte Wilson den technisch hochentwickelten Kalkiil der feldtheoreti-
schen Renormierung auf kritische Phinomene anwenden. Er ging dabei zuriick auf die
Ideen von Landau, indem er die Landausche freie Energie nicht makroskopisch, dafiir
aber jetzt mikroskopisch, entsprechend derGinzburg-Landau-Formulierung fiir Supra-
leiter auffaBte. Unter den Experten gab es damals kaum jemand, der ein solches
Verfahren fiir ausreichend gehalten hitte, nichtklassische von der Landau-Theorie ver-
schiedene Resultate zu erhalten; — zu sehr noch saB der Schock des Versagens der
Landau-Theorie in den Knochen der dlteren Experten. Dabei konnte nun Wilson
zeigen, daB Korrekturen zur freien Energie als Funktion des mikroskopischen Ord-
nungsparameters s von Ordnung groBer als vier nichtrelevante Beitrdge (d. h. A; < 1)
zum Fixpunkt-Verhalten von H* liefern. Die makroskopische Formulierung von Landau
ist deshalb nicht richtig, weil die dazugehorige Zustandssumme Z, gemittelt iiber eine
Region der Linge L, durch eine einzige Konfiguration des Ordnungsparameters ausge-
driickt wird, die die freic Energie minimalisiert. Dabei berticksichtigt die klassische
Theorie von Landau jedoch nicht, daB die Parameter in der makroskopischen Theorie
fiir die Landausche freie Energie nichtanalytisch von der Langen-Skala L abhiingen! Die
Erfolge der Renormierung haben in letzter Zeit auch die Behandlung vieler anderer
Probleme entscheidend beeinfluBt. Neben der Beschreibung von kontinuierlichen Pha-
seniibergingen im thermischen Gleichgewicht wurden diese Ideen auch auf andere
kritische Phéanomene angewandt, wie z. B.:
— Behandlung von kritischen, zeitabhidngigen Eigenschaften,
— Beschreibung von kritischem Verhalten in stationdren Nichtgleichgewichtssituatio-
nen,
— Problem der Lokalisierung,
- Nichtlineare Dynamik (deterministisches Chaos),
- Studium von fraktalen Phasengrenzen in der komplexen Temperaturebene,
— Dissipatives Tunneln und Kohirenz in makroskopischen Quantensystemen,
etc..

AbschlieBend wollen wir aber dennoch auch anmerken, daB die groBen Erfolge auf
dem Gebiet der kritischen Phinomene nicht allein der Renormierung zuzuschreiben
sind. Dreiundzwanzig Jahre nach Onsager hatte Lieb 1967 die Klasse der exakt losbaren
zweidimensionalen Systeme um das F-Modell erweitert, und Baxter gelang 1971 die
Losung des Acht-Vertex-Modells, das alle bislang bekannten Félle als Spezialfille ein-
schloB. Die Losung zweidimensionaler Systeme wurde seither entscheidend erweitert
unter Zuhilfenahme der Methode der ,konformen Invarianz“, einer Methode, in der
die Mathematik der konformen Gruppe in d Dimensionen mit der Skaleninvarianz bei
kurzreichweitigen Wechselwirkungen kombiniert wird.

Zusammenfassend kann man sagen, daB ein stindiges Wechselspiel zwischen mathe-
matischen Erkenntnissen und physikalischen Methoden aus unterschiedlichen Gebieten
die Entwicklung der Phaseniiberginge entscheidend beeinflut hat, und umgekehrt die
verschiedenen Zweige der Mathematik und Physik wohl auch weiterhin in der Zukunft
befruchten wird.



