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Uber die Zustandsinderung durch den Mefprozefs
Von Gerhart Liiders

Inhaltsiibersicht

Die statistische Transformationstheorie enthidlt nicht nur Vorschriften fiir
die Berechnung von MeBwahrscheinlichkeiten sondern bedarf zur Abrundung einer
Aussage iiber die Zustandsinderung durch den Me8prozeB. Ein durch J.v. Neu-
mann vorgeschlagener Ansatz hierfiir wird digkutiert und abgelehnt. Es wird ein
Ansatz fiir die Zustandsinderung, der im wesentlichen mit der , Ausreduktion der
Wellenfunktion* identisch ist, vorgelegt. Er erlaubt eine Vertiefung des Begriffs
der Vertriglichkeit von Messungen. SchlieBlich werden Messungen an Zustidnden,
die Nebenbedingungen zu erfiillen haben, betrachtet.

1. Einleitung

Die Vorschriften der ,,statistischen Transformationstheorie* erlauben bekannt-
lich, bei Kenntnis des ,,Zustandes” einer Gesamtheit gleichartiger und unab-
hingiger Systeme Voraussagen iiber den statistischen Ausfall einer beliebigen
Messung zu machen. Der Zustand selbst ist einerseits zeitlichen Anderungen gemaS
der Schrodingergleichung, andererseits aber auch Anderungen infolge der an der
(Gtesamtheit vorgenommenen MeBprozesse unterworfen. Der Zustand einer Gesamt-
heit kann iiberhaupt nur auf Grund vorausgegangener MefBprozesse bekannt sein.
Um die statistische Transformationstheorie zu einem abgeschlossenen und widex-
spruchsfreien Ganzen zu machen, ist es daher unumgénglich notwendig, diese zu
ergidnzen durch eine Aussage iiber die Verinderung eines quantentheoretischen
Zustandes durch den MeBprozeS.

Es ist vielleicht nicht iiberfliissig zu betonen, daB sich Aussagen iiber die Ver-
anderung eines Zustandes durch Messung nicht bereits aus der Quantentheorie
selbst ergeben, indem man das MeBgerit in die Schrédingergleichung einbezieht.
Durch die Messung, den Akt der Kenntnisnahme, kommt ein Element hinzu, das
m den Formulierungen der Quantentheorie nicht bereits enthalten ist.

Der Ansatz fiir die Zustandsinderung durch Messung ist naheliegend — und
wohl allgemein als richtig anerkannt — wenn es sich um die Messung einer GrofBe
mit einfachen Eigenwerten handelt (zwischen GréBen und den zugeordneten Opera-
toren soll im folgenden nicht unterschieden werden). Sofern es sich dagegen uit
eine Messung entarteter GréoBen handelt, besteht einerseits — wenigstens fiir Orts-
messungen — die Aussage von der ,,Ausreduktion der Wellenfunktion®?) uit
andererseits ein Ansatz von J.v. Neumann?). Dessen Uberlegungen glaubt si¢
der Verfasser aber nicht anschlieBen zu diirfen, wie noch im einzelnen darzulegeé?

st 1) g7gl. z. B. W. Pauli in Hdb. d. Phys., 2. Aufl., Bd. 24/1, S. 83, Berlin 1933; insbes
Zifter 9. ‘
?) J.v. Neumann, Mathematische Grundlagen der Quantenmechanil, Berlin 1932 -
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sein wird. Es muB jedoch betont werden, daBl die ganze Problemstellung dem
Verfasser erst durch das Studium des J. v. Neumannschen Werkes deutlich wurde,
und daB auch der hier. vorzulegende Ansatz fiir die Anderung eines quanten-
physikalischen Zustandes durch den MeBprozeB fortgesetzt die durch J.v. Neu-
mann bereitgestellten mathematischen Hilfsmittel verwendet.

Der Ansatz, mit dem in der vorliegenden Arbeit bekaunt gemacht werden
soll, ist im wesentlichen identisch mit der , Ausreduktion der Wellenfunktion®.
Er erlaubt zwel neue, wenigstens im Gedankenexperiment nachpriifbare Kenu-
zeichnungen der Vertriglichkeit von Messungen und damit eine Vertiefung dieses
Begriffs vom physikalischen Standpunkt aus.

1. An einer Gesamtheit werde eine Grofle K gemessen und diejenige Teilgesamt-
heit, die einen bestimmten MeBwert r, liefert, ausgesondert. Unmittelbar an-
schlieBend (so daB} also von der Verdnderung des Zustandes geméfl der Schro-
dingergleichung abgesehen werden kann) werde an dieser Teilgesamtheit die
GroBe S gemessen und die Teilgesamtheit, die den MeBwert s; liefert, aussortiert.
Die Messung der Grofle R und diejenige der Grofle S sollen miteinander vertréglich
genannt werden, wenn eine nachfolgende R-Messung mit Sicherheit den Mef-
wert 7, liefert, einerlei, wie der Zustand der Gesamtheit vor der ersten E-Messung
war. Durch Ausfiihrung einer geniigenden Anzahl von Messungen, die in dem hier
definierten Sinne paarweise miteinander vertriglich sind, 148t sich eine ,,Maximal-
beobachtung® im Sinue von Dirac durchfiihren und ein - reiner 7Z ustand* het-
stellen und aussondern.

2. Die zweite Kennzeichnung der Vertriglichkeit von Messungen handelt vou
Messungen ohne nachfolgende Aussonderung von Teilgesamtheiten. In diesem
zweiten Sinne sollen die Messungen zweier Groflen R und S miteinander vertriglich
genannt werden, wenn durch die Dazwischenschaltung der R-Messung (ohne an-
schlieBende Aussonderung) der Ausfall der S-Messung nicht beeinfluit wird. Die
Messungen konnen dabei zu verschiedenen Zeiten stattfinden.

Unter Verwendung des vorgelegten Ansatzes fiir die Zustandsinderung durch
Messung kann gepriift werden, welche mathematischen Bedingungen die Opera-
toren Rund S zu erfiillen haben, damit Vertriglichkeit der Messungen im 1. und
2. Sinn gewihrleistet ist. Hs zeigt sich, dafl fiir beide Arten der Vertriglichkeit
genau die Vertauschbarkeit der Operatoren R und S notwendig und hinreichend
ist. Die mathematische Beweisfithrung soll dabei rein algebraisch durchgefiihrt
werden. Analytische Probleme wie die Frage nach dem Ex1sten7beremh der
Operatoren sollen unberiicksichtigt bleiben.

SchlieBlich werden Messungen an Systemen betrachtet, deren Zubtand durch
\Tebenbedmgungen eingeschriankt ist (z. B. Systeme glelchartloel Teilchen und die
Quantenelektrodynamik in der Formulierung von Fermi). Es scheint dem Ver-
fasser wesentlich zu sein, da nicht nur nachgewiesen wird, daf3 die Nebenbedingung
bei einer zeitlichen Anderung des unbeobachteten Systems gemifl der Schrédin-
gergleichung gewahrt bleibt, sondern daB sie auch noch nach Ausfiihrung eines
Mefprozesses erfiillt ist. Damit tritt bei derartigen Systemen eine Einschrinkung
der ,erlaubten — und das heiBt wohl: physikalisch moglichen — Messungen auf.

2. Ansatz fiir die Zustandséinderang

Entsprecheud den Betrachtungen von J.v.Neumann (L c.) sollen die Uber-
legungen nicht auf ,,reine Zustinde*, die sich durch einen Zustandsvektor (,, Wellen-
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funktion‘ ) ¢ kennzeichnen lassen, beschrinkt, sondern auf ,,Gemische* ausgedehnt
werden. Wenn man Messungen ohne nachfolgende Aussonderung (vgl. unten) ein-
bezieht, ist das sogar unumginglich notwendig. Dem Zustand einer beliebigen
Gesamtheit gleichartiger und voneinander unabhingiger Systeme ist eindeutig
ein positiver und normierter3) hermitescher Operator Z zugeordnet.

Der der GroBe R zugeordnete Operator besitze die folgende Spektraldarstellung

R=Xr P, (1)

wobei die 7, die Eigenwerte (MeBwerte) darstellen und fiir die Projektionsopera-
toren gilt

Pi Pk - 657{: Pk, (2&)
2P =1. ' (2D)

(Zur Vereinfachung der Behandlungsweise sei angenommen, daf} alle auftretenden
Operatoren reine Punktspektren besitzen). Nach J. v. Neumann errechnet sich
die Wahrscheinlichkeit w (r;,, Z) dafiir, dafl der Wert 7, an den einzelnen Systemen
der durch den Operator Z reprisentierten Gesamtheit gemessen wird, zu

w (1, Z) = Sp (P Z). )

Sie ist also allein durch den Zustand (Z) und den zu dem MefBwert 7, gehorigen
Projektionsoperator (Teilraum des Hilbertschen Raumes) bestimmt. Seine Recht-
fertigung findet der Ansatz (3) — wenigstens bisher — nur teilweise durch das
Experiment, hauptsidchlich jedoch durch seine zwingende Einfachheit.

Wird jetzt der Zustand der Gesamtheit nach der Messung betrachtet, so kann
man entweder diejenige Teilgesamtheit, die einen bestimmten MeBwert, z. B. r;,
liefert, ausgesondert denken (Messung mit nachfolgender Aussonderung
von 7;) oder man denkt sich die vollstindige Gesamtheit nach dem MeBprozef
wieder zusammengefat (Messung mit nachfolgender Zusammenfassung).

In zwei speziellen Fillen scheint Einhelligkeit dariiber zu bestehen, in welcher
Weise der Zustand einer Gesamtheit durch den Me8proze8 verindert wird:

1. Ist der Eigenwert r, einfach (d. h. Sp P, = 1), so geht Z bei Messung von R
und nachfolgender Aussonderung von 7, iiber in

_ Z = Py - Sp (Pry,1 Z) 4
mit
Ry, =r p,. ()
Der Spurausdruck stellt nach (3) die relative Héufigkeit dar, mit der r, ver-
wirklicht ist. Der Projektionsoperator Py, projiziert jeden Vektor auf den Ve]_itOI'
yy.- Stellt Z einen reinen Zustand dar, so kann dieser statt durch Z durch emen
Zustandsvektor ¢ gekennzeichnet werden und der Ansatz (4) bedeutet, daB die
ausgesonderte Teilgesamtheit nach der Messung durch den Zustandsvektor ¥
gekennzeichnet werden kann.
2. Sind alle Eigenwerte von R einfach, so geht Z bei Messung von R mit nach-
folgender Zusammenfassung iiber in das normierte Gemisch
7 = X 7= 3 Py Sp (Pina 2). (6)

%) Ein hermitescher Operator heiBit ,,positiv‘‘, wenn (y, Z ) > 0 fiir alle . Er heilit
»hormiert, wenn gilt Sp Z = 1 (Sp = Spur). .

%) Alle Summen sind iiber k zu erstrecken, sofern nicht das Gegenteil ausdritck-
lich angemerkt ist.
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Uber die Zustandsinderung bei Messung entarteter -GréBen stellte J. v. Neu-
mann folgendes Postulat auf: Obgleich die physikalische Grofle R selbst kein
bestimmtes Orthogonalsystem von Eigenvektoren auszeichnet, tut dies doch das
jeweilige MeBgerit. Zu jedem einzelnen Gerit, das B miflt, gehort danach bei
festgehaltenem 7, ein ganz bestimmtes Orthogonalsystem ., (! laufender Index),
und es gilt auch dann (6) mit entsprechender Summation iber £ und I.

Zwar liefert der Ansatz von J.v.Neumann unmittelbar eine Spektraldar-
stellung von Z'. Jedoch scheinen uns zwei ernste Bedenken gegen 1hn geltend
gemacht werden zu kénnen:

1. Die Messung einer hochgradig entarteten Gréfle erlaubt nur verhéltnismaBig
schwache Aussagen iiber die betrachtete Gesamtheit. Es sollte daher auch die
hierdurch hervorgerufene Zustandsinderung, insbesondere bei nachfolgender Aus-
sonderung, gering sein, wihrend der Ansatz von J.v. Neumann gerade dann ein
hochst kompliziertes Gemisch liefert. Den Extremfall liefert die ,,Messung* des
Einheitsoperators. Dabel wird iiber die Gesamtheit nichts erfahren und sie sollte
den ,;MefprozeB* unbeeinfluffit iiberstehen 5).

2. Man wiirde erwarten, daf, entsprechend der Vorschrift (3) zur Berechnung
der MeBwahrscheinlichkeiten, auch die Zustandsénderung, auBler natiirlich von Z,
nur von R selbst, also den Projektionsoperatoren P, abhingt.

Der in dieser Arbeit vorzulegende Ansatz ergibt sich nahezu zwangsliufig, wenn
man die beiden gegen J.v.Neumann erhobenen Bedenken als gerechtfertigt

anerkennt. Es werde deshalb postuliert hd
1. Bei Messung von R mit nachfolgender Aussonderung von r, geht Z iiber in
Zy = P, Z P,. (7

Zy ist nicht normiert (vgl.3)) sondern so gewihlt, daB die Spur die relative
Hauflgkelt des Auftretens von 7, in der Gesamtheit wiedergibt. Stellt speziell Z
einen reinen Fall dar, so gewéhrleistet der Ansatz (7), dafl auch na ch der Messung,
sofern anschliefend eine Ausssonderung von 7, stattfindet, wieder ein reiner Fall
vorliegt.

2. Findet nach der Messung von R wieder eine Zusammenfassung der vollen
Gesamtheit statt, so dndert sich Z als Folge von (7) in

7 = X7,= 3 P,ZP,. | (8)

Mittels elementarer algebraischer Rechnungen 148t sich nachweisen, daf die
Operatoren Z; und Z' hermitesch und positiv sind, sofern Z selbst diese Eigen-
schaft hat und weil die Projektionsoperatoren P; hermitesch sind. Kbenso iiber-
trigt sich die Normiertheit von Z auf diejenige von Z’.

(4) und (6) ergeben sich, wie sich zeigen 148t, als Spezialfille von (7) und (8),
- falls der MeBwert r,, bzw. alle MeBwerte einfach sind. Der Ansatz (7) gibt aulerdem
genau das wieder, was mit dem Ausdruck ,,Ausreduktion der Wellenfunktion
gemeint ist.

3. Vertriglichkeit von Messungen

Zunichst werde die in der Einleitung gegebene erste Kennzeichnung der
Vertriiglichkeit von Messungen unter Benutzung des Ansatzes (7) naher untersucht.

5) Fiir einen Augenblick schlieSen wir uns dabei der Fiktion an, dafl ]edem hermite-
schen Operator eine mefBbare Grofie entspricht, obwohl wir sie aus physikalischen Er-
wigungen glauben grundsitzlich ablehnen zu missen.
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Nach Ausfithrung der R-Messung, Aussonderung von 7;,, anschliefender S-Messung
und Aussonderung von s; geht Z iiber i den (nichtnormierten) Zustand

Z;c,j:ﬁD'PkZPkﬁj' (9)

Dabei soll der Operator P, zur Spektraldarstellung von R, und zwar zum

Eigenwert 7, (vgl. (1)), und der Operator ]39. zum Eigenwert s, von S gehéren.

Die Aussage, daB an Z;/; mit Sicherheit 1, gemessen wird, liBt sich formulieren
Sp (Zy; P) =0 fiir alle I F=k. (10)

Die Forderung, dafl (10) fiir alle Z und alle k richtig seiu soll, erweist sich als
gleichbedeutend mit der Vertauschbarkeit der beiden Projektionsscharen

P, P=pP P (11)

’»

und diese wiederum ist bekanntermafBen gleichbedeutend mit der Vermuschbarkelt
der Operatoren R und S.

Wie man ndmlich sofort mittels (11) und (2a) sieht, folgt aus der Vertausch-
barkeit der Projektionsscharen sofort (10), also die Vertriglichkeit der Messungen
in dem angegebenen Sinu. Ktwas schwieriger ist die Umkehrung ((11) als Folge
von (10)) zu beweisen.

Da (10) fiir alle Z, insbesondere also alle Py, gelten soll, folgt zunichst

P, P, P, P,P,=0. (12)
Unter Verwendung des nachstehenden Hilfssatzes schliet man daraus weiter
PP, P,—0. (13)

Hilfssatz: Ist B hermitesch und positiv und gilt C(*B (' = 0 (* = hermitesch
adjungierter Operator), so ist sogar B(C = 0. |

(Beweis durch Anwendung der Cauchy-Schwarzschen Uncrlelchung auf das
,,Skalarprodukt (y, ¢)p = (v, Be): Anwendung des Hilfssatzes, indem gesetzt
witd B= P, C = P, P,))

Summiert man (13) iiber alle £ 3=1, so folgt zunichst wegen (2b)

P, P,— P, PP, (14)
und durch Ubergang zur hermitesch adjungierten Gleichung
P,P,—= P, PP, | (15)

Aus (14) und (15) zusammen folgt (11), wie behauptet wurde.

Die zweite Kennzeichnung der Vertriglichkeit von Messungen besagt, da
der Ausfall einer Messung der GroBe S durch die Dazwischenschaltung einer B-
Messung nicht verindert werden soll. Diese Aussage ist unter Benutzung von (3)
und (8) folgendermaf@en mathematisch zu formulieren:

Sp(P, - X P, Z P,) = Sp(P,Z) fir alle j. | (16)

Denn die linke Seite stellt die Wahrscheinlichkeit dar, s; zu messen, nachdem
die R-Messung vorausgegangen ist und die rechte Seite erglbt die entsprechend“
Wahrscheinlichkeit ohne Zwischenschaltung der R-Messung.

Die Giiltigkeit von (16) fiir alle Z ergibt sich als mit (11) und also mit def
Vertauschbarkeit von R mit S glelchbedeutend Wiederum braucht nur naeh-
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gewiesen zu werden, dafi (11) eme Folge von (16) ist, wihrend sich die Umkehrung
mmittelbar erkennen lif3t.
Genau so wie (12) aus (10) gewonnen wurde, folgt jetzt aus (16)

2P PP =P, (17)

Durch Multiplikation mit P, von links folgt wegen (2a) sofort (14). Damit
ist die Behauptung bewiesen. '

- Beide Kennzeichnungen der Vertriglichkeit haben sich damit, trotz des dufleren
Anscheins der Definitionen, als symmetrisch in £ und § und als im wesentlichen
gleichwertig erwiesen. Die zweite Kennzeichnung ist jedoch etwas weitertragend
als die erste, da sie sich auf Messungen zu verschiedenen Zeitpunkten ausdehnen
1a8t.

In der Heisenbergdarstellung hilt man Z zeitlich konstant und wilzt die
zeitliche Verdnderung auf die Operatoren hiniiber. In Verallgemeinerung der
gweiten Kennzeichnung gilt dann, dafl eine R-Messung zur Zeit ¢, den Ausfall einer
S-Messung zur (spateren) Zeit ¢, bei beliebigemn Zustand Z dann und nur dann
nicht 4ndert ,wenn die Operatoren R (¢,) und S (f,) (in der Heisenbergdarstellung)
miteinander vertauschbar sind. Diese Behauptung wird in der Literatur bereits
gelegentlich verwendet. Zu einem beweisbaren Satz wird sie jedoch nur, wenn
ein bestimmter Ansatz fiir die Zustandsinderung durch Messung gemacht wird.

4. Systeme mit Nebénbedingungen

Ti den Anwendungen tritt manchmal die Forderung auf, daf die Wellenfunk-
tionen o (allgemeiner Zustinde Z, vgl. (20)) einer Nebenbedingung

Ny=20 (18)
zu geniigen haben.
Zwel Beispiele sollen das Gemeinte verdeutlichen.
1. Bei Systemen, die aus mehreren gleichartigen Teilchen bestehen, ist eine
Symmetriebedingung zu erfiillen, die sich in die Gestalt (18) bringen 148t.
2. Bei der Quantenelektrodynamik in der Formulierung von Fermi¢) hat das

Wellenfunktional der Menge
¥ A I_L(x) 1
Z ax ¥=0 9)

n=1 "

von Nebenbedingungen zu geniigen.
Betrachtet man Zustinde Z, so ist

NZ=0 (20)

damit gleichbedeutend, dall Z nur aus solchen reinen Zustinden aufgebant werden
kann, die (18) erfiillen.

Meist pflegt lediglich gezeigt zu werden, daf aus der Richtigkeit von (18) bzw.
(20) fiir einen bestimmten Zeitpunkt diejenige fiir alle spéteren Zeitpunkte folgt,
sofern die Gesamtheit sich selbst iiberlassen bleibt. Das ist sicher der Fall, wenn
der Hamiltonoperator H mit N vertauschbar ist. Es scheint aber ebenso wichtig
zu sein, nachzuweisen, dafl auch die Zustandséinderung bei Messung emmer Grofle R
die Giiltigkeit von (18) bzw. (20) nicht in Frage stellt.

_ % Vgl G. Wentzel, Binfibrung in die Quantentheorie der Wellenfelder, Wien 1943;
inshes. Kap. IV. '
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Man bestitigt leicht, daf (20) als Folge des Ansatzes (7) auch fiir Z;, erfillt
ist, falls B (d. h. der Projektionsoperator P,) mit N (bzw. der Menge von Neben-
bedingungen) vertauschbar ist. Es gilt nimhch dann

NZ,=NP,ZP,=P,NZP,=0. (21)

Auf Grund dieses Sachverhalts soll folgendes MefBbarkeitspostulat vor-
geschlagen werden: Sind alle zuldssigen Zustinde einer Gesamtheit physika-
lischer Systeme durch eine Nebenbedingung (20) (oder durch eine Menge mit-
einander vertriglicher Nebenbedingungen) eingeschrinkt, so sind nur Messungen
solcher Groflen physikalisch mdglich, deren zugeordnete Operatoren mit der Neben-
bedingung N (oder der Menge von Nebenbedingungen) vertauschbar sind.

Wendet man dieses Postulat auf die beiden am Anfang der Ziffer genannten
Beispiele an, so erkennt man, dafi die Messung von Grélen, die in den Teilchen
symmetrisch sind, durch das Postulat nicht verboten wird und daf ebenso die
Messung der elektrischen und magnetischen Feldstidrken nicht gegen das Postulat
verst6f3t, aber wohl diejenige des skalaren Potentials.

We'sentliche Gesichtspunkte verdanke ich zahlreichen Diskussionen mit Herrn
Dr. H. Fack (Hamburg) iiber Grundlagenfragen der Quantentheorie. Ich méchte
gern auch an dieser Stelle Herrn Fack hierfiir herzlich danken.

Hamburg, Institut fiir Theoretische Physik der Universitit.

(Bei der Redaktion eingegangen am 18. Oktober 1950.)



