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2. Antwort auf eine Abhandlung M. v. Laues
s Bin Satz der Wahrscheinlichkeitsrechnung und
seine Anwendung auf die Strahlungstheorw“

von A. Einstein.

In der zitierten Arbeit bringt Laue die mathematische
Grundlage der Statistik der Strahlung in eine Form, die an
Pragnanz und Schonheit nichts zu winschen ibriglaBt. Was
aber die Anwendung jener Grundlage auf die Strahlungs-
theorie anbelangt, so scheint er mir einem bedenklichen Irr-
tume zum Opfer gefallen zu sein, der dringend Berichtigung
fordert. Wenn Laues Behauptung, daB die Koeffizienten
der Fourierentwicklung der bei natiirlicher Strahlung auf-
tretenden ortlichen Schwingung nicht voneinander statistisch
unabhéngig zu sein brauchten, berechtigt wire, béte sich
wirklich ein héchst aussichtsreicher Weg zur ﬂberwindung
der Schwierigkeiten dar, welche in der theoretischen Un-
verdaulichkeit aller Gesetze besteht, in denen das Planck-
sche ,,h eine Rolle spielt. Dies war eben der Grund, der
mich vor fiinf Jahren veranlafite, in einer mit L. Hopf zu-
sammen publizierten Arbeit diese Frage nsher zu priifen.

Das Resultat jener in ihrer Durchfithrung nicht ganz
einwandfreien Arbeit, wird von Laue als richtige Konsequenz
der zugrunde gelegten Voraussetzungen anerkannt. Aber
Laue bestreitet die Zuléssigkeit der Grundvoraussetzung,
die sich so formulieren 138t:

Wenn ich dadurch eine vollkommen ungeordnete Strah-
lung (statistisch unabhingige Fourierkoeffizienten) erhalte
daB ich unendlich viele vollkommen gegebene, ganz mitein-
ander iiberemnstimmende Strahlungen derart superponiere, daB
bei dieser Superposition die Gesamtphasen dieser superponierten
Strahlungen zufdllig gewdhlt werden, so mufB die natiirliche
Strahlung erst recht statistisch ungeordnet sein.

Diese Grundvoraussetzung schien mir damals evident.
Der Umstand aber, daB sie von einem so erfahrenen Fachmann,
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wie Laue, nicht geteillt wird, beweist das Gegenteil. Ich will
deshalb im folgenden einen Beweis geben, der von einer der-
artigen Voraussetzung frei ist und — wie ich hoffe — un-
widerleglich dartut, daB unsere Undulationstheorie die sta-
tistische Unabhingigkeit der Fourierkoeffizienten unbedingt
fordert. Bevor ich diesen Beweis beginne, will ich aber zeigen,
- warum die in ‘den Teilen IT und IIT der Liaueschen Abhand-

lung "gegebene Betrachtung nach meiner Ansicht nicht be-
weisend 1st. :
| Laue betrachtet eine Strahlung, dle durch eine groBe
Anzahl unregelmiBig iiber eine Schicht von der Dicke ¢z ver-
teilter Resonatoren senkrecht zu dieser Schicht emittiert wird.
Im Teile.II seiner Abhandlung nimmt er an, daf8 alle diese
Resonatoren gleichzeitig und nach demselben Gesetze schwin-
gen; 1m Teile III, daB die Schwingungen aller Resonatoren
durch dasselbe, als gegeben zu denkende statistische Gesetz
beherrscht seien. In beiden Fillen ergibt sich nicht die sta-
tistische Unabhidngigkeit der Fourierkoeffizienten der Ent-
wicklung fiir die resultierende Strahlung. Hieraus darf aber
nach meiner Meinung keineswegs die Zulgssigkeit der Hypo-
these gefolgert werden, daB auch bei der natiirlichen Strahlung
jene Unabhingigkeit nicht vorhanden sei. Denn es ist doch
gar nicht gesagt, daB der Grad von Unordnung, welchen jene
ungeordnete Verteilung der Resonatoren iiber die Schicht
von der Dicke ¢z mit sich brmgt derselbe sei wie bei der
natiirlichen Strahlung.

Dieser Verdacht erhebt sich um so drlngender als nach
Laues rechnerischen Ergebmssen der Grad der statistischen
Abhanglgkelt zweier durch die Indizes p und p’ charakteri-
sierten ‘Glieder der Entmcklung fir -die resultlerende Strah-
Iung wesentlich durch den Wert

T w(p—p)t.
bedingt werde, d. h. durch eine von-der Schichtdicke abhéngige
Grofe, wahrend -doch. eine. derartige statistische Abhingigkeit
bei d'er natiirlichen Strahlung: — falls eine solche vorhanden
wire —:nichts zu tun haben dirfte mit der besonderen Er-
zeugungsa,rt der betrachteten -Strahlung. ~

Nach -meiner Ansicht: ist- .daher keiner .der von Laue
betrachteten Fille der natiirlichen” Strablung beziiglichen
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Unordnung &quivalent, so daB aus seinen FErgebnissen iiber
die natiirliche Strahlung nichts gefolgert werden kann. Ich
halte vielmehr meine frithere Behauptung aufrecht wund
suche dieselbe im folgenden durch einen neuen Beweis zu
stiitzen, indem i1ch mich der von Laue in seiner Arbeit dar-
gelegten Sitze aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung bediene.

§ 1. Statistische Eigenschaften einer Strahlung, die durch
Superposition unendlich vieler, voneinander unabbingig erzeugter
Strahlungen entstanden ist.

Jede der betrachteten Teﬂstrahlungen seli durch eine
Fouriersche Entwicklung von der Form

t : ¢
() _ Y i
(1) E a ™cos2mn 7 4 6,"sin 27 n T

a
fir das Zeitintervall 0 bis' T' dargestellt, wobei die Koeffizienten
dem Wahrscheinlichkeitsgesetz
@ dW=fO(@...af ..., b,®...50) da®... db..]

geniigen sollen, welches Gesetz fiir jedes (»), d. h. fiir jede der
betrachteten Teilstrahlungen ein besondéres sein kann. Das
Gesetz se1 ferner ein solches, daf

a7 = [arfOda®... 460 =0

(3) -
b =fb;f<v>da1<v>... ds®=0.

Die resultierende Strahlung ist fiir das Zeitintervall 0 bis T
durch die Entwicklung
3

>4 cos?nn%—[—Bn sin 2« n 7
n

t . t
— v (» —
= E,. ng(an()cos27zn—--T+b“ )sm2ﬂnT)

gegeben, woraus die Giltigkeit der Beziehungen
An ,= 2 an(y)
B, =S80

hervorgeht.v Welches statistische Gesetz folgt fiir die Fourier-
koeffizienten 4, ... B, ?

®)
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Aus einer Betrachtung, die der im Teile I der Laueschen
Arbeit durchgefiihrten ganz analog ist, findet man, dafB das
gesuchte statistische Gesetz das folgende ist:

=3 (omnAm A+ Bmn B By + 27mn A By)
(6) dW = konst.e ™" . dd,...dB, .
Hieraus ersicht man, daB durch Superposition unendlich vieler
Teilstrahlungen die statistische Unabhédngigkeit der Fourier-
Koeffizienten noch keineswegs garantiert wird. Wohl aber
gestattet das Gesetz (6) die Frage nach der statistischen Un-
abhingigkeit der Fourierkoeffizienten auf eine einfachere Frage
zu reduzieren. Jene statistische Unabhingigkeit wird némlich
dann und nur dann erfillt sein, wenn im FExponenten der
Exponentialfunktion nur die Quadrate der 4,, und B,, aber
keine Produkte dieser GréBen auftreten; d. h. es mulBl sein:

¢, =p =0 firmzn
N
Yn = 0. ,

Es 1st ferner Wegen'(?)) und (5) klar, daB 1m Falle sta-
tistischer Unabbdngigkeit die Beziehungen ‘

{AA_—BJ{J’—O fir m%n
A B =0

bestehen miissen. Da die Zahl der Bedingungen (7a) gleich
ist der Zahl der Bedingungen (7), und alle Bedingungen (7a)
voneinander unabhingig sind, so folgt, dafl im Falle der Giiltig-
keit von (6) die Bedingungen (7a) hinrewchend sind fir die
statistische Unabhingigkeit der Fourierkoeffizienten.

Wir gelangen daher .zu folgendem vorldufigen Krgebnis:
Da wir von der natiirlichen Strahlung annehmen miissen, dab
ihre statistischen FEigenschaften durch Superposition von in-
koh#renten Teilstrahlungen nicht geindert werden, so sind
die Gleichungen (7a) bei der natiirlichen Strahlung hinreichende
Bedingungen fiir die statlstlsche Unabhéngigkeit der Fourier-
koeffizienten.

(Ta)

§ 2. Nachweis der statistischen Unabhingigkeit der Fourier-
koeffizienten bei der naturlichen Strahlung.

Es sei F (f) eine Komponente des Strahlungsvektors sta-

tiondrer natiirlicher Strahlung, gegeben fir unendlich lange

Zett. T sei eine gegen die Schwingungsdauer der langwelligsten
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in der Strahlung auftretenden Lichtart grofe Zeitdauer. Zwischen
den Zeiten t, und £, + T sei F' (f) dargestellt durch die Fourier-
reihe

(4a) ;(Ancos%fznt— 4+ B sin2an Tt)

Es ist klar, daB die zu F' (f) gehérigen Fourierkoeffizienten
4,, B, von der Wahl der Epoche t, abhingen werden. Indem
wir die Entwicklung fiir sehr viele, zufdllig gewéhlte {, aus-
gefithrt denken, erlangen wir ein statistisches Material zur
Ableitung statistischer HEigenschaften der Koeffizienten 4,, B,,
welche wir bei der na,turhchen Strahlung notwendig fordern
miissen.

Um diese Eigenschaften abzuleiten, entwickeln wir F (%)
in eine Fourlerreithe zwischen den Zeiten 0 und ¥, wobeir &
eine gegeniiber T sehr groBe Zeitdauer sei. Fir dies Zeit-
intervall sel

(8) ‘ F(t)=Se, cos (2%7}% + <P,,)~

Wahlen wir {, zwischen { =0 und {= ¢ — T, so kbénnen
die Koeffizienten 4, und B, durch {, und die Koeffizienten
a, und ¢, der Entwicklung (8) ausgedriickt werden; man er-
h&lt zundchst

r

o+ T

An.—_-.—% {faycos (27:7/-1;- +<p,) cos (2nn f—_T——tﬁ)dt}
vy o '

(9) ] tot+ T

. 3 ([l o) sl

Fiithrt man die Integratlon aus, SO erhalt man, 1ndem man

1
in bekannter Weise Glieder mlt dem Faktor S /T) gegen

solche mit dem Faktor vernachlissigt:

(/3- n|T)

T )
( sin 7z (v ey ——n) cos (;(,,,, + 2nw-{-‘;—)

ST

O 7-1‘9.”""7?/
(1 ) sin —-11-92 sin( + 2711/&’-
7 v Xyn Y

.&'Bn;-uzav | n(T ) ’

4 Vo——n

D)
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‘wobel . T

ta=a(vg +n)+g,

gesetzt ist. Die Formeln (10) gelten nur fir Werte von ¢,
zwischen t,= 0 und t{,= ¢ — T, weil die Entwicklung ge-
mifB (8) nur fir das Zeitintervall 0 — 4 gilt. Wir erlauben
uns jedoch, die Formel (8) fixr das Intervall 0 — (9 + T) an-
zuwenden. Damit ersetzen wir zwischen den Zeitwerten o
und ¥ + T die Funktion F' (f) durch die Werte von F (t) zwischen
den Zeiten 0 und 7. Durch dieses Vorgehen werden im fol-
genden unsere Mittelwertbetrachtungen gefilscht, aber nur
relativ unendlich wenig, weil das Zeitintervall T gegen & un-
endlich klein 1st. Von dieser Erwigung ausgehend, werden
wir die Gleichungen (10) so anwenden, wie wenn sie im ganzen
Intervall 0 << t, << ¥ gelten wiirden.

Wir bilden nun mit Hilfe von (10) den Mittelwert A4,, 4,,

d. h. die GroBe
_—fA 4 dt, .

Dabei tritt das Integra,l

)

fcos(x”m—i—f&ny;)cos(){m—{- 27w )dt
O .

auf. Dieses verschwindet wegen der Ganzzahligkeit von x und v,
wenn gy, und hat fir p=1» den Wert ——3—(“1)’”"”.

Mit Riicksicht darauf ergibt die erste der Gleichungen (10)

m—n sinn(w—T-—m)sinn(w—Tm—-n)
1y 4, 4= 0", 4 i

2 < (T T
7T 19_ m 1"‘5'—9’&
] smzﬂv-z;— -
:_2.2&»»“ R z_m)(y—fg- :
R T B

A priori ist klar, daB eine statistische Abhingigkeit nur
zwischen Strahlungskomponenten von sehr nahe gleicher
Frequenz zu erwarten ist. m und n gehéren also demselben
engen Spektralbereich an, ebenso jene Werte von », welche
zu unserer Summe merklich beitragen.
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In (11) ist der Bruch auf der rechten Seite eine wegen
der Kleinheit von T /& mit » langsam veréinderliche GroBe.
Deshalb kann beziglich der GréBe a,? iiber viele aufe nander
folgende Glieder ohne merkbaren Fehler gemittelt werden,

und es wird jener Mittelwert o 2 als Konstante aus der Summe
herausgesetzt werden kénnen, da die Summation iiberhaupt
nur iiber einen engen Spektralbereich zu erstrecken ist. Die
iiber den Bruch erstreckte Summe kann dann noch in ein
Integral verwandelt werden, so daB man erhilt:

: -~ 1= & sin?z
(12) A"‘A”_ g % ﬂTf(w—-mn)(m-fnn) dz

Das Integral kann ohne merklichen Fehler zwischen — oo
und + oo genommen werden, statt zwischen der durch den
vorerwahnten Spektralbereich bestimmten Grenzen.

Dieses Integral hat fir m = n den Wert z, verschwindet
aber stets1), wenn m Fn (m und » sind ganze Zahlen). Damit -

ist zunichst das Verschwinden von 4,, 4, L, (for m 3= n) bewiesen;
der Beweis fir das Verschwinden von B, B, (fir m + ) und

A, B, ist analog zu filhren. Aus dem Verschwinden dieser
Mittelwerte folgt nach § 1 die behauptete statistische Un-
abhingigkeit der Fourierkoeffizienten.

1) Das Integral ist ndmlich gleich

+ oo
1 {f‘ sin? _f' sm2
(m—n)m xX—mmn Tr— N }
— 00

Jedes der letzteren Integrale ist gleich

teo |

sin® ¢
dy=0.
[t
- CO

Bemerkung xur Korrektur: Statt bei der Auswertung von (11) iber
viele aufeinanderfolgende Summenglieder zu mitteln, kann man auch un-
endlich viele, voneinander unabhingige Entwicklungen (8) zugrunde legen
und iiber diese mitteln. Nimmt man an (11) jene Mittelwertbildung vor,
so tritt der dementsprechend verstandene Mittelwert e,” vor das Summen-
zeichen. Das Endresultat bleibt natiirlich dasselbe. '

(Eingegangen 24. Juni 1915.)

Annalen der Physik. IV. Folge. 47. 5T



