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1. Zur Theome der Brownschen Bewegung,
von A. E@nste@n.

Kurz nach dem Erscheinen meiner Arbeit - iiber die durch
die Molekulartheorie der Wirme geforderte Béwegung von in
Fliissigkeiten suspendierten Teilchen?) teilte mir Hr. Sieden-
topf (Jena) mit, dab er und andere Physiker — zuerst wohl
Hr. Prof. Gouy (Lyon) — durch direkte Beobachtung zu der
Uberzeugung gelangt seien, daf die sogenannte Brownsche
Bewegung durch die ungeordnete Wirmebewegung der Fliissig-
keitsmolekiile verursacht sei.?) Nicht nur die qualitativen Eigen-

schaften der Brownschen Bewegung, sondern auch die GroBen-
ordnung der von den Teilchen zuriickgelegten Wege entsprlcht
durchaus den Resultaten der Theorie. Ich will hier "nicht
eine Vergleichung des mir zur Verfiigung stehenden diirftigen
Erfahrungsmaterials mit den Resultaten der Theorie anstellen,
sondern diese Vergleichung denjenigen uberlassen, welche das
" Thema experimentell behandeln. | .

Die nachfolgende Arbeit soll meine oben genannte ‘Arbeit
in einigen Punkten erginzen. Wir leiten hier nicht nur die
fortschreitende, sondern auch die Rotationsbewegung suspen-
dierter Teilchen ab fir den einfachsten Spezialfall, daB die
Teilchen Kugelgestalt besitzen. Wir zeigen ferner bis zu wie
~ kurzen Beobachtungszelten das in Jener Abhandlung gegebene

Resultat gilt. | " : |

Fiir die Herleitung wollen wir uns hier einer allgememeren'
Methode bedienen, teils um zu zeigen, wie - die Brownsche
Bewegung mit den Grundlagen der molekularen Theorie der
Wirme zusammenhiingt, teils um die Formeln fir die fort-
schreitende und fiir die rotierende Bewegung durch eine ein-
helthche Untersuchung entmckeln zu - konnen. Es sei nam-
lich & ein beoba.chtba.rer Parameter eines im Temperatur—

1) A. Einstein, Ann. d. Phys. 1‘7. p. 549. 1905,
2) M. Gouy, Journ. de Phys. (2) 7. p. 561. 1888.
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gleichgewicht befindlichen physikalischen Systems und es sei
angenommen, da das System bei jedem (mdglichen) Wert
von ¢ im sogenannten indifferenten Gleichgewicht sich be-
finde. Nach der klagsischen Thermodynamik, die zwischen
Wiarme und anderen Energlearten prinzipiell unterscheldet
finden spontane Anderungen von & nicht statt, wohl aber
nach der molekularen .Theorie der Warme. Wn‘ wollen im
nachfolgenden untersuchen, nach welchen Gesetzen jene Ande-
rungen gemaB der letzteren Theorie stattfinden miissen. Wir
haben dann jene Gesetze auf folgende Spezialfille anzuwenden
1. ¢ ist die.z-Koordinate des Schwerpunktes eines in einer
(der Schwerkra,ft mcht unterworfenen) homogenen Flusmgkent
suspendierten Teﬂchens von Kugelgestalt.
2. 15t der Drehwmkel welcher die Lage eines in einer
Flusmgkelt suspendlerten um’ einen Durchmesser drehbaren
Teilchens von Kugelgestalt bestlmmt

§ 1. fJber emen Fall thermodynamlschen Glelehgewmhtes

In einer Umgebung von der. absoluten Temperatur T be-
finde sich ein physikalisches System, das mit dieser Umgebung
in thermlscher Wechselwirkung stehe und im Zustand des Tem-
.pera,turglelchgewwhtes sel. Dies System das also ebenfalls die
absolute Temperatur 7' besitzt, sel im Sinne der molekularen
Theorie der Wirme vollstindig bestimmt 1) durch die Zustands-
variabeln p, ... p,. . Als Zustandsvariable p,...p, kénnen in
den zu behandelnden Spezmlfallen die Koordinaten und Ge-
schwmdlgkeltskomponenten aller das betrachtete System bllden-
der Atome gewihlt werden.

Es gilt fiir die Wahrschemhchkelt dafur, daB in einem zufillig
herausgegriffenen Zeitpunkt die Zustandsvariabeln p, ... p, in
dem n-fach unendlich kleinen Gebiete (d p1 ..dp) hegen, die
GrlelChllIng) S i
N

vy 7 dw= Ce =T Tdp, .. dp,
| Wobe1 C eine Konsta,nte, J_Z d1e umverselle Konstante der Gas-

glelchung, N dié Anzahl der wirklichen Molekule in einem
Grammmolekul und E die Energie bedeutet.

1) Vgl. Ann. 4. Phys 17. p. 549 1905
2)lc§3und4 S 4
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Es sei ¢ ein beobachtbarer Parameter: des Systems und es
entspreche jedem Wertsystem p, ... p_ ein bestimmter Wert e.
- Wir bezeichnen mit 4 d« die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB in
einem zufillig herausgegriffenen Zeitpunkt der Wert des Para- -
meters « zwischen ¢ und « + do liege. ‘Es ist dann

N

@) . dde= | ce ®T " a’pl dpn,

wenn das Integral der rechten Seite “iiber alle Wertkombl-
nationen -der Zustandsvariabeln erstreckt wird, deren’ a-—Wert
zwischen ¢ und « 4 d e liegt. » -

-~ Wir beschranken uns auf den Fall, daB aus der _Natur
des Problems ohne weiteres klar ist, daB allen (moglichen)
Werten von « dieselbe Wahrschemhchkelt (Haufigkeit) zu-
kommt, daB also die GroBe 4 von w unabhiingig ist. '

" Es liege nun ein zweites physikalisches System vor, das
sich von dem soeben betrachteten einzig darin unterscheide,
daB auf das System eine nur von « abhingige Kraft vom
Potential @ (¢) wirke. Ist Z die Energie dés vorhin betrachteten
Systems, so ist £ + @ die Energle des jetzt betrachteten, SO
daB wir die der Grlemhung (1 ) analoge Bez1ehung erhalten:

dw =Ce (E”’@dplv...dpi.‘f
Hieraus folgt fiir die Wahrschéinlic‘hkeit d W dafir, daB in
einem beliebig herausgegriffenen Zeitpunkt der Wert von «
zwischen « nnd ¢ + d« liegt, die der Gleichung (2) analoge
Beziehung: : o

N

(I) j‘dW'——QIC'e RT(E-.*.%)'_d_Pi_' dpﬂ=%‘e RIT QSA'CZOQ
| , , , - _.__ngs
| | | S =4de d e,

wobei 4’ von e« unabhanglg 1st -

Diese Beziehung, welche dem von Bolzmann In seinen
gastheoretischen Untersuchungen vielfach benutzten Exp onential-
gesetz genau entspricht, ist fir die molekulare Theorie der
Wirme charakteristisch. Sie gibt AufschluB dariiber, wieviel
sich ein einer konstanten duBeren Kraft unterwoffen.er Parameter
eines Systems infolge der ungeordneten Molekularbewegung
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von dem Werte entfernt, welcher dem stabilen Gleichgewicht
entspricht.

§ 2. Anwendungsbeispiele fir die in § 1 abgeleitete Gleichung.

Wir betrachten einen Korper, dessen Schwerpunkt sich
langs einer Geraden (X-Achse eines Koordinatensystems) be-
wegen kann. Der Korper sei von einem (ase umgeben und
es herrsche thermisches und mechanisches Gleichgewicht. Nach
der Molekulartheorie wird sich der Korper infolge der Un-
gleichheit der MolekularstoBe langs der Geraden in unregel-
miBiger Weise hin und her bewegen, derart, daB bei dieser
Bewegung kein Punkt der Geraden bevorzugt ist — voraus-
gesetzt, daB auf den Korper in Richtung der Geraden keine
anderen Krafte wirken als die StoBkrafte der Molekiile. Die

Abszisse x des Schwerpunktes ist also ein Parameter des
- Systems, welcher die oben fiir den Parameter « voraus-
gesetzten Elgenschaften besitzt.

- Wir wollen nun eine auf den Korper in Rmhtung der
Geraden wirkende Kraft K =— Mz einfihren. Dann wird
der Schwerpunkt des Korpers nach der Molekulartheorie
ebenfalls ungeordnete Bewegungen ausfilhren, ohne sich jedoch
viel vom Punkte z = 0 zu entfernen, wihrend er nach der
klassischen Thermodynamik im Punkte x = 0 ruhen miiBite.
Nach der Molekulartheorie ist (Formel I)

N Mm2
dW=Ae = 2 dz,
gleich der Wahrscheinlichkeit dafiir, daB in einem zufillig ge-
gewahlten Zeitpunkt der Wert der Abszisse z zwischen z und
z 4+ dz liegt. Hieraus findet man den mlttleren Abstand des
Schwerpunktes vom -Punkte z = 0: '
+ o0

N Mz
fﬁl}2A’8 ET 2 g4
;‘2 -0 . RT
N ) : T NM~
N Mz
fA’e BT 2 g4
— oD

Damit Vz* geniigend groB sei, um der Beobachtung zu-
ganglich zu sein, muf die die Glelchgemchtslage des Korpers
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bestimmende Kraft sehr klein sein. Setzen wir als untere

Grenze des Beobachtbaren Vz? — 10—4 cm, so erhalten wir
fiir 7=3800 M = ca.5.10-6 Damit der Korper mit dem
Mikroskop beobachtbare Schwankungen ausfiithre, darf also die
auf ihn wirkende Kraft bei einer Elongation von 1 cm nicht
mehr als 5 milliontel Dyn betragen.

Wir wollen noch eine theoretische Bemerkung an die ab-
geleitete Gleichung ankniipfen. Der betrachtete Korper trage
eine iiber einen sehr kleinen Raum verteilte elektrische Ladung
und es sei das den Korper umgebende Gas so verdinnt, daB
der Korper eine durch das umgebende Gas nur schwach modi-
fizierte Sinusschwingung ausfithre. Der Korper strahlt dann
elektrische Wellen in den Raum aus und empfingt Emnergie
aus der Strahlung des umliegenden Raumes; er vermittelt also
einen Energieaustausch zwischen Strahlung und Gas. Wir ge-
langen zu einer Ableitung des Grenzgesetzes der Temperatur-
strahlung, welches fiir grofe Wellenlangen wund fiir hohe
Temperaturen zu gelten scheint, indem - wir die Bedingung
dafir aufstellen, daB der betrachtete Korper im Durchschnitt
ebensoviel Strahlung emittiert als absorbiert. Man gelangt
so!) zu der folgenden Formel fiir die der Schwingungszahl »
entsprechende Strahlungsdichte o,:

' R 8mat?
o=x 1 b
wobei die LlChthDChW1ﬂdlgkelt bedeutet.

Die von Hrn. Planck gegebene Strahlungsformelz) geht
fir kleine Periodenzahlen und hohe Temperaturen in diese
Formel iiber. Aus dem Koeffizienter des Grenzgesetzes laft
sich die GroBe NV bestimmen, und man erhalt so die Planck-
‘sche Bestimmung der Elementarquanta. Die Tatsache, daf man
auf dem angedeuteten Wege nicht zu dem wahren Gesetz der
Strahlung, sondern nur zu einem (Grenzgesetz gelangt, scheint
mir in einer elementaren Unvollkommenheit unserer physi-
kalischen Anschauungen ihren Grund zu haben.

Wir wollen nun die Formel (I) noch dazu verwenden, zu
entscheiden, wie klein ein suspendiertes Téeilchen sein mubB,

1) Vgl. Ann. d. Phys. 17. p. 549. 1905. §1 und 2.
2) M. Planck, Ann. d. Phys. 1. p. 99. 1900.
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damit es trotz der erkung der Schwere dauernd suspendiert
bleibe. Wir konnen uns dabei auf den Fall besehrinken, dafi
das Teilchen spezifisch schwerer ist als die Flissigkeit, da der
entgegengesetzte Fall vollkommen analog ist.

Ist v das Volumen des Teilchens, ¢ dessen Dichte, 0, die
Dichte der Fliissigkeit, ¢ die Beschleunigung der Schwere und
z der vertikale Abstand eines Punktes vom Boden des Ge-
fiBes, so ergibt Gleichung (I)

. N

 dW =Xkonst.e ET ve-eds
Man wird also dann finden, daB suspendierte Teilchen in
einer Fliissigkeit zu schweben vermdgen, wenn fiir Werte
von z, die nicht wegen ihrer Kleinheit sich der Beobachtung -
entziehen, die Grofle |

N o, o
RT U(Q - Qo)gx

keinen allzu groBen Wert besitzt — vorausgesetzt, da an den
GefiBboden gelangende Teilchen nicht durch 1rgendwelche Um- -
' stande an demselben festgehalten Werden

§ 3. Uber die von der Warmebewegung verursachten
Veranderungen des Parameters o.

Wir kehren wieder zu dem in § 1 behandelten allgemeinen
Falle zuriick, fir den wir Gleichung (I) abgeleitet haben. Der
einfacheren Ausdrucksweise und Vorstellung halber wollen wir
aber nun annehmen, daB eine sehr groSe Zahl (n) identischer
~‘Systeme von der dort charakterisierten Art vorliege; wir haben
~ ‘es dann mit Anzahlen statt mit Wahrschemhchkelten zu tun.
~ Gleichung (I) sagt dann aus: |
| Von N Systemen liegt bei

N

(Ia) | dn_~<pe*ﬁ¢dof—ﬁ’()dor

Systemen der Wert des Parameters « in einem zufallig heraus-
gegriffenen Zeitpunkt zwischen « und « 4 de.

- Diese Beziechung wollen wir dazu benutzen, die Grofe der
durch die ungeordneten Wirmevorginge erzeugten unregel-
mafigen Verinderungen des Parameters ¢ zu ermitteln. Zu
diesem Zweck driicken wir in Zeichen aus, da8 die Funktion 7 (c)
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sich unter der vereinten Wirkung der dem Potential ¢ ent-
sprechenden Kraft und des ungeordneten Warmeprozesses sich -
innerhalb der Zeitspanne ¢ nicht &ndert; ¢ bedeute hierbei eine
so kleine Zeit, daB die zugehdrigen Anderungen der GrioBen «
der einzelnen Systeme als unendlich kleine Argumentiinderungen
der Funktion F (¢) betrachtet werden kdnnen.

Trigt man auf einer Geraden von einem bestimmten Null-
punkte aus den GréBen « numerisch gleiche Strecken ab,-
entspricht jedem System ein Punkt (&) auf dieser Greraden
F(«) ist die Lagerungsdichte der Systempunkte () auf der
Geraden. Durch einen beliebigen Punkt (¢,) der Geraden
miissen nun wiahrend der Zeit £ genau soviele Systempunkte
in dem einen Sinne hmdurchwandern wie in dem anderen
Sinne.

o Die dem Potentlal @ entsprechende Kraft bewirke eine
Anderung von « von der Grofe

Al_____Batﬁ

0«
wobei B von ¢ unabhéngig sei, d. h. die Anderungsgeschwindig-
keit von « sei proportional der wirkenden Kraft und unabhéngig
vom Werte des Parameters. Den Faktor B nennen wir die

,Beweglichkeit des Systems in bezug auf e«
Wiirde also die auBere Kraft wirken, ohne daB der un-

tegelmaﬁlge molekulare WirmeprozeB die GroBen e« #nderte,
so gingen durch den Punkt (¢,) wihrend der Zeit ¢ |

n, -—-B(a(p)a“%‘l F(ao)

2

0o

Systempunkte nach der negativen Seite hmdurch w

Es sei ferner die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB der Para-
meter ¢« eines Systems infolge des ungeordneten Wirmeprozesses
innerhalb der Zeit ¢ eine Anderung erfahre, deren Wert zwischen A4
und A4+ d 4 liegt, gleich v (4), wobei v (4)=y(— 4) und y
von ¢« unabhingig sei. Die Anzahl der infolge des ungeord-
neten Wirmeprozesses durch den Punkt {¢,) wahrend der
Zeit ¢ nach der positiven Seite hin wandernden Systempunkte

ist dann: |
4=00

n, = F(dO—A))((A)dA,
4=0
Annalen der Physik. IV. Folge. 19. 25
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wenn - ®© -
o [wdd =4
' 4

gesetzt wird. Die Anzahl der nach der negativen Seite infolge
des ungeordneten Wirmeprozesses wandernden Systempunkte ist:

n, =fﬁ(a_; + Ay(dd.
; .

Der mathematische Ausdruck fiir die Unverﬁ,nderlichkeiﬁ
der Funktion F ist also: | |
| — 7y + n, —ng = 0.
Setzt man die fir n,, n,, n, gefundenen Ausdriicke ein, und‘
beriicksichtigt, daB 4 unendlich klein ist bez. daB Qp(.d) nur

fir unendlich kleine Werte von 4 von O verschieden ist, so
erhalt man hieraus nach einfacher Rechnung

0«
Hierbei bedeutet

den Mittelwert der Quadrate der durch den unregelmaB1gen
WarmeprozeB wa.hrend der Zeit ¢ hervorgerufenen Anderungen
der GroBen «. Aus dieser Beziechung erhilt man unter Be-

ruckswhtlgung von Gleichung (Ia):
II) V2= 22X YBT:.

Hierbei bedeutet R die Konstante der Gasglelchung (8,31. 107)
N die Anzahl der. wirklichen Molekiile in einem Grammolekiil
‘(ca, 4.10%), B die ,Beweglichkeit des Systems in bezug auf
den- Parameter a¢, 7T die absolute Temperatur, ¢ die Zeit,
innerhalb welcher die durch den ungeordneten WarmeprozeB
hervorgerufenen Anderungen von ¢ stattfinden.

§ 4. Anwendung der abgeleiteten Gleichung auf die
Brownsche Bewegung. ‘ o

Wir berechnen nun mit Hilfe der Gleichungen (II) zu-
nichst die mittlere Verschiebung, die ein kugelfsrmiger, in
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einer Flissigkeit suspendierter Korper wihrend der Zeit ¢ in
einer bestimmten Richtung (X-Richtung eines Koordinaten-
~ systems) erleidet. Zu diesem Zweck haben wir in jene Glei-
chung den entsprechenden Wert fir B einzusetzen.

Wirkt auf eine Kugel vom Radius P, die in einer Flussxg—
keit vom Reibungskoeffizienten % suspendiert ist, eine Kraft X,
so bewegt sie sich mit der Geschwmd1gke1t1 K/6 nkP Es ist

~also zu setzen

B—_"

Skl
so daB man — in Ubereinstimmung mit der oben zitierten
Arbeit — fir die mittlere Verschiebung der suspend1e1ten

Kugel in Rlchtung der X-Achse den Wert erhilt:

R

Wir behandeln zweitens den Fall, daB die "betrachtete
Kugel in der Fliissigkeit um einen ihrer- Durchmesser (ohne
Lagerreibung) frei drehbar gelagert sel und fragen nach der

mittleren Drehung V—A_’— der Kugel Wahrend der Zeit, ¢ mfolge
des ungeordneten Wirmeprozesses.

- Wirkt auf eine Kugel vom Radius P, dle in einer Fliissig-
keit ‘vom Reibungskoeffizienten % drehbar gelagert ist, das
Drehmoment D, so dreht sie sich mit der Winkelgeschwindigkeit?)

s D ) : N
o I Ty I
Es ist also zu setzen: |
B— 8ﬂkP3...-

Man erhalt also:

: ' - .
VA2 th/ N mlopﬁ'

Dle durch die Molekularbewegung erzeugte Drehbewegungl
sinkt also mit wachsendem P viel rascher als die fortschreitende
Bewegung.

Fir P=0,5 mm und Wasser von 17° liefert die Formel

fir den Im Mlttel in . einer Sekunde zuriickgelegten Winkel
etwa .11 Bogensekunden, in der Stunde ca. 11 Bogenmmuten.r

1) Vgl G. Klrchhoff Vorles uber Mechamk 26. Vorl
25*
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Fir P = 0,5 Mikron und Wasser von 17° erhidlt man fir

7 = 1 Sekande ca. 100 Winkelgrade. S
Bei einem frei schwebenden suspendierten Teilchen finden

drei voneinander unabhingige derartige Drehbewegungen statt.

Die far V 4? entwickelte Formel lieBe sich noch auf andere
Fille anwenden. Setzt man z. B. fir B den reziproken elek-
trischen Widerstand eines geschlossenen Stromkreises ein, so
gibt sie an, wieviel Elektrizitat im Durchschnitt wahrend der
Zeit ¢ durch irgend einen Leiterquerschnitt geht, welche Be-
ziehung abermals mit dem Grenzgesetz der Strahlung des
schwarzen Korpers fiir groBe Wellenlingen und hohe Tem-
peraturen zusammenhangt. Da ich jedoch keine durch das
Experiment kontrollierbare Konsequenz mehr habe auffinden
konnen, scheint mir die Behandlung weiterer Spezialfalle unnitz.

§ 5. Uber die. Giiltigkeitsgrenze der Formel fiir VA&

" Es ist klar, daf die Formel (II) nicht fiir beliebig kleine
Zeiten giiltig sein kann. Die mittlere Verdnderungsgeschwindig-
keit von « infolge des Wiarmeprozesses

V& ,/2RTB 1
o N Vi
wird namlich fir unendlich kleine Zeitdauer ¢ unendlich groB,
was offenbar unmoglich ist, denn es.miiBte sich ja sonst jeder
suspendierte Korper mit unendlich groBer Momentangeschwindig-
keit bewegen. Der Grund liegt daran, daB wir in unserer
Entwickelung implizite angenommen haben, dab der Vorgang
wihrend der Zeit ¢ als von dem Vorgange in den unmittelbar
vorangehenden Zeiten unabhingiges Ereignis aufzufassen sei.
Diese Annahme trifft aber um so weniger zu, je kleiner die
Zeiten ¢ gewahlt werden, Ware namlich zur Zeit z =0

da

— T

dt

der Momentanwert der Anderungsgeschwindigkeit, und wiirde
die Anderungsgeschwindigkeit 8 in einem gewissen daranf
folgenden Zeitintervall durch den ungeordneten thermischen
ProzeB nicht beeinfluBt, sondérn die Anderung von 8 lediglich
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durch den passiven Widerstand- (1/.5) bestimmt, so wiirde
fir d3/dz die Beziehung gelten:"

: d

< —H dﬁ g

st hierbei durch die Festsetzung deﬁmert daB y(ﬂz/ 2) dle

der Anderungsgeschwindigkeit 8 entsprechende Energie sein

soll. In dem Falle der Translationsbewegung der suspendierten

Kugel wire also z. B. u(8?/2) die kinetische Energie der Kugel

samt der kinetischen -Energie der mitbewegten Flussigkeit.

Durch Integration folgt: o
| /5’ (5’ e B,

Aus diesem Resultat folgert man, daB die Formel (II) nur
far Zeitintervalle gilt, welche groB smd gegen uB.

Fir Korperchen von 1 Mikron Durchmesser ind von der
Dichte =1 in Wasser von Zlmmertemperatm ist die untere
Grenze der Giiltigkeit der Formel (II) ca. 10™7 Sekunden;
diese untere Grenze fir die Zeltmtervalle wichst proportlonal
dem Quadrat des Radius des Korperchens. Beides gilt sowohl
fir die fortschreitende wie fur d1e Rotatlonsbewegung der

Teilchen.
Bern, Dezember 1905.

(Eingegangen 19. Dezember 1905.)




