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9. Fine Theorie der Grundlagen der Thermo-
dynamilk; von A. FHinstein.

In einer neulich erschienenen Arbeit habe ich gezeigt,
daB die Satze vom Temperaturgleichgewicht und der Entropie-
begriff mit Hiilfe der kinetischen Theorie der Warme her-
geleitet werden konnen. KEs dringt sich nun naturgemiB die
Frage auf, ob die kinetische Theorie auch wirklich notwendig
ist, um jene Fundamente der Warmetheorie herleiten zu konnen,
oder ob vielleicht bereits Voraussetzungen allgemeinerer Art
dazu gentigen konnen. Dab dieses letztere der Fall ist, und
durch weleche Art von Uberlegungen man zum Ziele gelangen
kann, soll in dieser Abhandlung gezeigt werden.

§ 1. ﬁ“b_er eine allgemeine mathematische Darstellung der Vor-
gange in isolierten physikalischen Systemen.

Der Zustand irgend eines von uns betrachteten physi-
kalischen Systems sei eindeutig bestimmt durch sehr viele (n)
skalare GroBen p,, p, ...p,, welche wir Zustandsvariabeln
nennen. Die Anderung des Systems in einem Zeitelement d ¢
ist dann durch die Anderungen dp,, dp,...d p, bestimmt,
welche die Zustandsvariabeln in jenem Zeitelement erleiden.

Das System sei isoliert, d. h. das betrachtete System stehe
mit anderen Systemen nicht in Wechselwirkung. Es ist dann
klar, daB der Zustand des Systems in einem bestimmten Zeit-
moment in eindeutiger Weise die Verinderung des Systems
im nichsten Zeitelement d¢, d. h. die GroBen dp,, dp, ... dp,
bestimmt. Diese Aussage ist gleichbedeutend mit einem System
von Gleichungen von der Form: |

1 B e i(pyeep) (=1...i=n),

wobel die ¢ e1ndeut1ge Funktionen ihrer Argumente sind.
- Fiir ein solches System von linearen Differentialgleichungen
existiert im allgemeinen keine Integralgleichung von der Form

Y (p, - . .p,) = konst.,
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welche die Zeit nicht explizite enthilt. Fiar das Gleichungs-
system aber, welches die Veranderungen eines nach auBen
abgeschlossenen, physikalischen Systems darstellt, miissen wir
annehmen, daB mindestens eine solche Gleichung besteht nim-
lich die Energiegleichung:

E(p, - ..p,) = konst.

Wir nehmen zugleich an, daB kelne weitere, von dieser unab-
hangige Integra,lglelchung solcher Art vorhanden sel.

§ 2. Uber die statxona.re Zustandsverteilung unendlich wvieler |
isolierter physikalischer Systeme, welche nahezu gleiche Energie
' ~ besitzen.

Dle Erfahruang zelgt daB ein isoliertes physikalisches
System nach einer gewissen Zeit einen Zustand annimmt, in
welchem sich keine wahrnehmbare GriéBe des Systems mehr
mit der Zeit dndert; wir nennen diesen Zustand den stationiren.
Es wird also offenbar notig sein, daB die Funktionen ¢, eine
gewisse Bedingung erfiillen, damit die Gleichungen (1) ein
solches physikalisches System darstellen konnen.

Nehmen wir nun an, daB eine wahrnehmbare Griofe stets
durch einen zeitlichen Mittelwert einer gewissen Funktion der
Zustandsvariabeln p, . . . p, bestimmt sei, und daB diese Zu-
standsvariabeln p, . .. p, immer wieder dieselben Wertsysteme
mit stets gleichbleibender Hiufigkeit annehmen, so folgt aus
dieser Bedingung, welche wir zur Voraussetzung erheben wollen,
mit Notwendigkeit die Konstanz der Mittelwerte aller Funk-
tionen der Grofen p, ... p ; nach dem obigen also auch die
Konstanz jeder wahrnehmbaren GroBe.

Diese Vora,ussetzung wollen wir genau pra,z181eren Wir
betrachten ein physikalisches System, welches durch die Glei-
chungen (1) dargestellt und dessén Energie E sei, von einem
beliebigen Zeitpunkte an die Zeit 7 hindurch. Denken wir
uns ein beliebiges Gebiet I" der Zustandsvariabeln p, ... p,
gewihlt, so werden in einem bestimmten Zeitpunkt der Aelt 7
die Werte der Variabeln p, ...p in diesem Gebiete I" ge-
legen sein, oder sie liegen auBerhalb desselben; sie werden
also wihrend eines Bruchteiles der Zeit 7', welchen wir =
nennen wollen, in dem gewahlten Gebiete I” liegen. TUnsere
Bedingung lautet dann folgendermaBen: Wenn p, ...p Zu-
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standsvariable eines physikalischen Systems sind, also eines
Systems, welches einen stationiren Zustand annimmt, so be-
sitzt die GroBe z/7 fir T=oco fiir jedes Gebiet I" einen be-
stimmten Grenzwert. Dieser Grenzwert ist fiir jedes unend-
lich kleine Gebiet unendlich klein.

Auf diese Voraussetzung kann man folgende Betrachtung
griinden. Seien sehr viele (&) unabhingige physikalische
Systeme vorhanden, welche simtlich durch das nimliche Glei-
chungssystem (1) dargestellt seien. Wir greifen einen beliebigen
Zeitpunkt ¢ heraus und fragen nach der Verteilung der mig-
lichen Zustinde unter diesen NV Systemen, unter der Voraus-
setzung, daf die Energie E aller Systeme zwischen £* und
dem unendlich benachbarten Werte E* 4 0 E* liege. Aus
der oben eingefiihrten Voraussetzung folgt sofort, daB die
Wahrscheinlichkeit dafiir, daf die Zustandsvariabeln eines zu-
fallig herausgegriffenen der N Systeme in der Zeit ¢ innerhalb
des Gebietes I liegen, den Wert

lim — = konst.
| rew T
habe. Die Zahl der Systeme, deren Zustandsvariable in der
Zeit ¢ innerhalb des Gebietes I liegen, ist also:
N.lim —,
T=ow T

also eine von der Zeit unabhingige GroBe. Bezeichnet g ein
in allen Variabeln unendlich kleines Gebiet der Koordinaten
Py -+ - Pny 50 1ist also die Anzahl der Systeme, deren Zustands-
varla,ble zu einer beliebigen Zeit das beheblg gewahlte un-
endlich kleine Gebiet ¢ erfiillen:

@ dN=c¢(p, ... fdpl

Die Funktlon & gewmnt man, indem man die Bedingung
in Zeichen faBit, daB die durch die Gleichung (2) ausgedriickte
Zustandsverteilung eine stationdre ist. KEs sei im speziellen
das Gebiet ¢ so gewshlt, daB p, zwischen den bestimmten

Werten p, und p, 4 dp,, p, zwischen p, und p,+dp,...p,
zwischen p und p + dp gelegen ist, dann ist fiir die Zelt t

dN,=¢(p, . p,.) dp,.dp,...dp,,
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wobei der Index von d AN die Zeit bezeichnet. Mit Beriick-
sichtigung der Gleichung (1) erhilt man ferner fir die Zeit
t + dt und dasselbe Gebiet der Zustandsvaria,beln

0 (e @v)
dN,, , =dN, — 2’ spr - dpy .« .. dp,.dt.

Da aber d N, =dN,_,, ist, da die Verteilung eine stationire
i1st, so ist

0(eqpr)
7;57“0‘

Daraus ergibt sich
_ -S-Yquv __‘ a(loge) 276(10g8)‘dpy__d(logs)
0 y 12 - d D» = apv - at ’

wobei d(loge)/d¢ die Versnderung der Funktion loge fir ein
einzelnes System nach der Zeit unter Beriicksichtigung der
zeitlichen Verianderung der GréBen p, bezeichnet.

Man erhalt ferner:

yr=n

: 8o,
-—fdt E 6:,,+w(E)

E=28 v=1 =e'—m+'lp(E).

Die unbekannte Funktion 4 ist die von der Zeit unabhéingige
Integrationskonstante, welche von den Variabeln p, ... p, zwar
abhéingen, sie jedoch, nach der im § 1 gemachten Voraus-
setzung, nur in der Kombination, wie sie in der Energie £
auftreten, enthalten kgnn.

Da aber v (F) = 1 (£*) = konst. fiir alle & betrachteten
Systeme ist, reduziert sich fir unseren Fall der Ausdruck

fiir ¢ auf:

v=n

_ it d Py
f o O Py

¢ = konst. e v=1 = konst. e= ™.

Nach dem obigen ist nun:

'dN=..—kons,t.e"”‘fdp1 coodp
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Der Einfachheit halber fithren wir nun neue Zustands-
variabeln fiir die betrachteten Systeme ein; sie migen mit «,
bezeichnet werden. KEs ist dann:

- m

‘ e
dN = D(n,...nn) d%’_l‘v...d%n,

D(p,..-pn)
g

wobei das Symbol D die Funktionaldeterminante bedeutet.
— Wir wollen nun die neuen Koordinaten so wihlen, daf
D, ...m)

. D(p, ... ps)

werde. Diese Gleichung laBt sich auf unendlich viele Arten
befriedigen, z. B. wenn man setzt:

e~ ™ ==

g = Po
7‘3:]93 %lzfé""‘-.dpl.
=P, |

Wir erhalten also unter Benutzung der neuen Vana,beln
4N =konst. [ dm; . .. dx,

Im folgenden wollen wir uns stets solche Variabeln eingefiihrt
denken. | |

§ 3. Uber die Zustandsverteilung eines Systems, welches ein
System von relatlv unendlich groBer Energie beriihrt.

Wir nehmen nun an, daB Jedes der N isolierten Systeme,
aus zwel Teilsystemen = und o, welchg in Wechselwirkung
stehen, zusammengesetzt sei. Der Zustand des Teilsystems >
moge durch die Werte der Variabeln II,". .. If;, der Zustand
des Systems o durch die Werte der Varlabeln @ . ..m be-
stimmt sein. Ferner setze sich die Energie E, Welche fiir
jedes System zwischen den Werten E* und E* + § E* liegen
mag, also bis auf unendlich kleines gleich £* sein soll, bis
auf unendlich klemes, aus zwel Termen zusammen, von denen
der erste H nur durch die Werte der Zustandsvariabeln von =,
der zweite 7 nur durch die der Zustandsvariabeln von @ be-
stimmt sei, sodal bis auf relativ. unendlich kleines gilt:

E=H+ 1.
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Zwei in Wechselwirkung stehende Systeme, welche diese Be-
dingung erfiilllen, nennen wir zwei sich berithrende Systeme.
Wir setzen noch voraus, daB 7 gegen H unendlich klein sei.
Fir die Anzahl d, der N-Systeme, deren Zustands-
variabeln I7, ... II; und =, ... @, 1n den Grenzen zwischen
II, und 12'1‘+d171,172undﬂ + d 1T, . I, und II, + 4 IT;
und 7, und #; + dw,, 7, und =, + ditz .., und @, + d7m,
liegen, ergibt sich der Ausdruck: '
dN,=C.dIl ...dIl,.dmn, ...d=w,

wobei C eine Funktion von £ = H + 7 sein kann.

Da aber nach der obigen Annahme die Energie eines
jeden betrachteten Systems bis auf unendlich kleines den
Wert E* besitzt, so konnen wir, ohne an dem Resultat etwas
zu #ndern, C durch konst. e~ 2% E* — konst. e~ 2* @& + ) ersetzen,
wobei A eine noch niher zu definierende Konstante bedeutet.
Der Ausdruck fir d N, geht also iiber in:

d N, = konst.e=2rv &+ 0 dII ...dIl,.dm,; ...dmn,.
Die Anzahl der Systeme, deren Zustandsvariabeln 7 zwischen
den angedeuteten Grenzen liegen, wihrend die Werte der

Variabeln I7. keiner beschrinkenden Bedingung unterworfen
sind, wird sich also in der Form

d N, = konst. e=247 . d o, . 'daif ~2%B4 T ... dII,

darstellen lassen, wobei das Integral iiber alle Werte der I7
auszudehnen 1st, denen Werte der Energie A zukommen, welche
zwischen E* — 4 und E* 4 0 E* — 7 gelegen sind.- Ware die
Integration ausgefiithrt, so hatten wir die Zustandsverteilung
-der Systeme ¢ gefunden. Dies ist nun tatsichlich moglich.
Wir setzen: o
fe-z"ﬂ.dlll .. dIT= y(B),

wobei die Integration auf der linken Seite iiber alle Werte
der Variabeln zu erstrecken ist, fiir welche H zwischen den be-
stimmten Werten £ und £4- 0 E* liegt. Das Integral, welches
im Ausdruck d N, auftritt, nimmt dann die Form an

X (B* — 1),
oder, da 7 gegen E* unendlich klein ist:
x (B*) — (E*) '
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LaBt sich also % so wahlen, daB y'(E*) = 0, so reduziert
sich das Integral auf eine vom Zustand von ¢ unabhingige

Grofe. .
Es 1aBt sich bis auf unendlich kleines setzen:

x(E):e‘zthdIYI .. dIl = e 2 E w(£),

wo die Grenzen der Integration gleich sind wie oben, und w
eine neue Funktion von # bedeutet.
Die Bedingung fir 2 nimmt nun die Form an:

£ () = =35 (0! (B7) — 2hoo (B} = O,
folglich:

Es sei & in dieser Weise gewahlt, dann wird der Ausdruck
fir d N, die Form annehmen:

(3) , d N, = konst.e~2*71dm, ... dmn,.

Bei geeigneter Wahl der Konstanten stellt dieser Ausdruck
die Wahrscheinlichkeit dafir dar, daB die Zustandsvariabeln
eines Systems, welches ein anderes von relativ unendlich grofier
Energie beriihrt, innerhalb der angedeuteten Grenzen liegen.
Die GroBe & hangt dabei lediglich vom Zustande jenes Systems 2
von relativ unendlich groBer Energie ab.

§ 4. Uber absolute Temperatur und Wirmegleichgewicht.

Der Zustand des Systems o hingt also lediglich von der
GroBe k ab, und diese lediglich vom Zustande des Systems 2.
Wir nennen die GroBe 1/4khx = T die absolute Temperatur
des Systems =, wobei x eine universelle Konstante bedeutet.

Nennen wir das System o ,,Thermometer*, so konnen wir
sofort die Sitze aussprechen:

1. Der Zustand des Thermometers hingt nur ab von der
absoluten Temperatur des Systems =, nicht aber von der Art
der Berithrung der Systeme 2’ und o. |

2. Erteilen zwei Systeme =, und =, einem Thermo-
meter ¢ gleichen Zustand im Falle der Beriihrung, so be-
sitzen sie gleiche absolute Temperatur, und erteilen folglich
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einem anderen Thermometer ¢ im Falle der Beriihrung eben-
falls gleichen Zustand. |
Seien ferner zwei Systeme 2| und 2, in Beriihrung mit-
einander und =, auBerdem in Berithrung mit einem Thermo-
meter . Es hingt dann die Zustandsverteilung von ¢ ledig-
lich von der Knergie des Systems (2| + 2}), bez. von der
GroBe ko ab. Denkt man sich die Wechselwirkung von
>, und 3, unendlich langsam abnehmend, so #ndert sich
dadurch der Ausdruck fiir die Energie H; o des Systems
(=, + =,) nicht, wie leicht aus unserer Definition von der
Berithrung und dem im letzten Paragraphen aufgestellten Aus-
druck fir die GroBe & zu ersehen ist. Hat endlich die
Wechselwirkung ganz aufgehort, so hangt die Zustandsver-
teilung von ¢, welche sich wihrend der Trennung von = und =,
nicht #ndert, nunmehr von =, ab, also von der Grdbe 4 ;
wobei der Index die Zugehorxgkelt zum System =, allein an-
deuten soll. KEs ist also: :
hy = By g - o
Durch eine analoge SchluBweise hitte man erhalten konnen:

hz = hw ’
also

hy = hy,

oder in Worten: Trennt man zwei sich berithrende Systeme 27
und 3, welche ein isoliertes System (2| + 2),) von der absoluten
Temperatur 7 bilden, so besitzen nach der Trennung die nun-
mehrigen isolierten Systeme =) und =, gleiche Temperatur.
Wir denken uns ein gegebenes System mit einem idealen
Gase in Beriithrung. Dieses Gas sei unter dem Bilde der
Kkinetischen Gastheorie vollkommen darstellbar. Als System o
betrachten wir ein einziges einatomiges Gasmolekiil von der
Masse p, dessen Zustand durch seine rechtwinkligen Koordi-
naten z, y, z und die Geschwindigkeiten. §, 7, { vollkommen
bestimmt sei. Wir erhalten dann nach §3 fir die Wahr-
scheinlichkeit, daB die Zustandsvariabeln dieses Molekiiles
zwischen den Grenzen z und z4+dz ... { und {4 d{ liegen,
den bekannten Maxwellschen Ausdruck:

d W =konst.e-?e&+7°+8 dx...dL
Annalen der Physik. IV. Folge. 11. 12
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Daraus erh'alf man durch Integration fiir den Mittelwert der
lebendigen Kraft dieses Molekiiles

LE+r+0) =15

Die kinetische Gastheorie lehrt aber, daB - diese GroBe bei
konstantem Volumen des Gases proportional dem vom Gase
ausgeitbten Drucke ist. Dieser ist definitionsgem&B der in
der Physik als absolute Temperatur bezeichneten GrdBe pro-
portional. Die von uns als absolute Temperatur bezeichnete
GroBe ist also nichts anderes als die mit dem Gasthermo-
meter gemessene Temperatur eines Systems.

§ 5. Uber unendlich langsame Prozesse.

Wir haben bisher nur Systeme ins Auge gefafit, welche
sich im stationiren Zustande befanden. Wir wollen nun auch
Verinderungen von stationiren Zustinden uuntersuchen, jedoch
nur solche, welche sich so langsam vollziehen, daB die in einem
beliebigen Momente herrschende Zustandsverteilung von der
stationiren nur unendlich wenig abweicht; oder genauer ge-
sprochen, daB in jedem Momente die Wahrscheinlichkeit, dafl
die Zustandsvariabeln in einem gewissen Gebiete G liegen, bis
- auf unendlich kleines durch die oben gefundene Formel dar-
gestellt sei. Eine solche Verinderung nennen wir einen un-
endlich langsamen Prozef.

Wenn die Funktionen ¢, (Gleichung (1)) und die Energie #
eines Systems bestimmt sind, so ist nach dem vorigen auch
seine stationare Zustandsverteilung bestimmt. Kin unendlich
langsamer ProzeB wird also dadurch bestimmt sein, daB sich
entweder E andert oder die Funktionen ¢, die Zeit explizite
enthalten, oder beides zugleich, jedoch so, daf die entsprechen-
“den Differentialquotienten nach der Zeit sehr klein sind.

‘Wir haben angenommen, daf die Zustandsvariabeln eines
isolierten Systems sich nach Gleichungen (1) verdndern. Un-
gekehrt wird aber nicht stets, wenn ein System von Glei-
chungen (1) existiert, nach denen sich die Zustandsvaria}beln
eines Systems #ndern, dieses System ein isoliertes sein mussen.
Es kann niamlich der Eall eintreten, daB ein betrachtetes
System derart unter dem EinfluB anderer Systeme sich be-
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findet, daB dieser EinfluB lediglich von Funktionen von ver-
snderlichen Koordinaten beeinflussender Systeme abhéngt, die
sich bei konstanter Zustandsverteilung der beeinflussenden
Systeme nicht #ndern. In diesem Falle wird die Veréinderung
der Koordinaten p, des betrachteten Systems auch durch ein
System von der Form der Gleichungen (1) darstellbar sein.
Die Funktionen ¢, werden aber dann nicht nur von der
physikalischen Natur des betreffenden Systems, sondern auch
von gewissen Konstanten abhingen, welche durch die beein-
flussenden Systeme und deren Zustandsverteilungen definiert
sind. Wir nennen diese Art von Beeinflussung des betrachteten
Systems eine adiabatische. Es ist leicht einzusehen, daf fur
die Gleichungen (1) auch in diesem Falle eine Energiegleichung
existiert, solange die Zustandsverteilungen der adiabatisch
beeinflussenden Systeme sich nicht &ndern. Andern sich die
Zustande adiabatisch beeinflussender Systeme, so &ndern sich
die Funktionen ¢, des betrachteten Systems explizite mit der
Zeit, wobei in jedem Moment die Gleichungen (1) ihre Giiltig-
keit behalten. Wir nennen eine solche Anderung der Zustands-
verteilung des betrachteten Systems eine adiabatische.

Wir betrachten nun eine zweite Art von Zustandsver-
anderungen eines Systems 3. KEs liege ein System 2 zu
Grunde, welches adiabatisch beeinfluBt sein kann. Wir nehmen
an, daB das System = in der Zeit =0 mit einem System P
von verschiedener Temperatur in solche Wechselwirkung trete,
wie wir sie oben als ,,Berithrung bezeichnet haben, und ent-
fernen das System P nach der zum Ausgleich der Tempe-
raturen von = und P nétigen Zeit. Es hat sich dann die
Energie von = geiindert. Wahrend des Prozesses sind die
Gleichungen (1) von = ungiltig, vor und nach dem Prozesse
aber giiltig, wobei die Funktionen ¢, vor und nach dem
Prozesse dieselben sind.. Kinen solchen ProzeB nennen wir
einen ,isopyknischen* und die = zugefithrte Energie ,zu-
gefithrte Warme*.

Bis auf relativ unendlich kleines 148t sich nun offenbar
jeder unendlich langsame Prozef eines Systems 2 aus einer
Aufeinanderfolge von unendlich kleinen adiabatischen und iso-
pyknischen Prozessen konstruieren, soda wir, um einen Gesamt-

iberblick zu erhalten, nur die letzteren zu studieren haben.
| | 12*
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§ 6. Uber den Entropiebegriff.

Es liege ein physikalisches System vor, dessen momentaner
Zustand durch die Werte der Zustandsvariabeln p, . .. p_ voll-
kommen bestimmt sei. Dieses System mache einen kleinen,
unendlich langsamen Prozef durch, indem die das System
adiabatisch beeinflussenden Systeme eine unendlich kleine Zu-
standsveranderung erfahren, und auBerdem dem betrachteten
System durch beriihrende Systeme Energie zugefiihrt wird.
Wir tragen den adiabatisch beeinflussenden Systemen dadurch
Rechnung, daB wir festsetzen, die Energie E des betrachteten
Systems sei auBer von p,...p, noch von gewissen Para-
metern 1, A, . . . abhéngig, deren Werte durch die Zustands-
verteilungen der das System adiabatisch beeinflussenden Systeme
bestimmt seien. Bei rein adiabatischen Prozessen gilt in
jedem Moment ein Gleichungssystem (1), dessen Funktionen ¢,
auBer von den Koordinaten p, auch von den langsam ver-
anderlichen GroBen A abhingen; es gilt dann auch bei adia-
batischen Prozessen in jedem Moment die Energiegleichung,
welche die Form besitzt:

Wir untersuchen nun die Energiezunahme des Systems wahrend
eines beliebigen unendlich kleinen,unendlich langsamen Prozesses.
Fir jedes Zeitelement d¢ des Prozesses gilt:

0k 0K
) dB= D' Gr di+ Dlgdp.

Fiir einen unendlich kleinen isopyknischen Prozefl verschwinden
in jedem Zeitelement simtliche di, mithin auch das erste
Glied der rechten Seite dieser Gleichung. Da aber d £ nach
dem vorigen Paragraphen fiir einen isopyknischen ProzeB als
zugefithrte Wirme zu betrachten ist, so ist fiir einen solchen
ProzeB die zugefithrte Wirme d @ durch den -Ausdruck:

0K
dargestellt.

Fir einen adiabatischen ProzeB aber, wihrend dessen
stets die Gleichungen (1) gelten, ist nach der Energiegleichung

0K 0F
—a—;’:"dp,,—— m(p,dt=0.

d p,
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Andererseits ist nach dem vorigen Paragraphen fiir einen: adia-
batischen Prozel d @ =0, sodaB auch fir einen adiabatischen
Prozef

gesetzt werden kann. Diese Gleichung muB also fiir einen
beliebigen ProzeB in jedem Zeitelement als giiltig betrachtet
werden. Die Gleichung (4) geht also iiber in

(4) dE:Z’%@dx+dQ.

Dieser Ausdruck stellt auch bei verinderten Werten von d i
und von d @ die wihrend des ganzen unendlich kleinen Prozesses.
stattfindende Verinderung der Energie des Systems dar.

Am Anfang und am Ende des Prozesses ist die Zustands-
verteilung des betrachteten Systems eine stationire und wird,
wenn das System vor und nach dem Prozesse mit einem
Systeme von relativ unendlich groBer Energie in Beriihrung
steht, welche Annahme nur von formaler Bedeutung ist, durch
die Gleichung definiert von der Form: ~

d W = konst.e—2*Z dp ...dp,
= e~ 2ME dp ...dp,,

wobei d # die Wahrscheinlichkeit dafiir bedeutet, daB die
Werte der Zustandsvariabeln des Systems in einem beliebig
herausgegriffenen Zeitmoment zwischen den angedeuteten Grenzen
liegen. Die Konstante ¢ ist durch die Gleichung definirt:

(5) | fec“z"E.dpl...dpn= 1,

wobei die Integration iiber alle Werte der Variabeln zu er-
strecken ist. |

Gelte Gleichung (5) speziell vor dem betrachteten Prozesse,
so gilt nach demselben:

o E |
e I

und aus den beiden letzten Gleichungen ergibt sich: |

f(dc ~2Bdh—2h > 2. dl),ec"ZhE.dpl,..dpn_—:O,
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oder, da bei der Integration der Klammerausdruck als eine
Konstante gelten kann, da die Energie £ des Systems vor
‘und nach dem Prozesse sich nie merklich von einem bestimmten
Mittelwerte - unterscheidet, und unter Beriicksichtigung von
Gleichung (5):

(5") dc—2Edk-2h2-————d/l__O
Nach Gleichung (4) 1st aber:
—2hdE + 2h2 AL+ 2hdQ =0
und durch Addition dieser beiden Gleichungen erhalt man:

2h.dQ =dR2kE— ¢
oder, da 1/4h=12.T

Diese Gleichung sagt aus, das dQ/T ein vollstandiges Differential
einer Grofe ist, welche wir die Entropie § des Systems nennen
wollen. Unter Beriicksichtigung von Gleichung (5) erhélt man:

S=2x(2hE - c)= —ﬁ—+ 2xlogfe"2”dpl---dl’n’

wobei die Integration iiber alle Werte der Variabeln zu er-

~ strecken 1ist.

§ 7. Uber die Wahrscheinlichkeit von Zustandsverteilungen.

Um den zweiten Hauptsatz in seiner allgemeinsten Form
herzuleiten, miissen wir die Wahrschemhchkelt von Zustands-
vertellungen untersuchen.

Wir betrachten eine sehr grofle Zahl (¥) isolierte Systeme,
welche alle durch das namliche Gleichungssystem (1) darstellbar
seien, und deren Energie bis auf unendlich kleines iiberein-
stimme. Die Zustandsverteilung dieser N Systeme lafit sich
dann jedenfalls darstellen durch eine Gleichung von der Form:

(2) dN=¢(p,...ppb)dp,-.-dp,, .

wobei ¢ im allgemeinen von den Zustandsvariabeln p,...p,

und auBerdem von der Zeit explizite abhéingt. Die Funktion &

charakterisiert hierbei die Zustarndsverteilung vollstandig.
Aus § 2 geht hervor, daB, wenn die Zustandsverteilung

konstant ist, was bei sehr groBen Werten von ¢ nach unseren
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Voraussetzungen stets der Fall ist, &= konst. sein muB, sodaB
also fiir eine stationire Zustandsverteilung

d N = konst.dp,...dp,
ist.

Daraus folgt sofort, daB die Wahrscheinlichkeit d # dafiir,
daB die Werte der Zustandsvariabeln eines zufillig heraus-
gegriffenen der &V Systeme, in dem unendlich kleinen, innerhalb
der angenommenen Energiegrenzen gelegenen Gebiete ¢ der
Zustandsvariabeln gelegen sind, der Ausdruck:

dW:konst.fdpl...dpn.
. g

Dieser Satz 1aBt sich auch so aussprechen: Teilt man das
ganze in Betracht kommende, durch die angenommenen Energie-
grenzen bestimmte Gebiet der Zustandsvariabeln in / Teil-
gebiete g¢,, g, - - . g, derart, dab
g1 gz : gl
und bezeichnet man mit "%}, ¥, etc. die Wahrscheinlichkeiten
dafiir, daB die Werte der Zustandsvariabeln des beliebig heraus-
-gegriffenen Systems in einem gewissen Zeitpunkt innerhalb
g1, 9o - - - liegen, so ist | | | |
e | R _ ¢
”1‘:-' ”2=---= Wl=7~

Das momentane Zugehtren des betrachteten Systems zu einem
bestimmten dieser Gebiete g, ...g, ist also genau ebenso wahr-
scheinlich, als das Zugehoren zu irgend einem anderen dieser

Gebiete.
Die Wahrscheinlichkeit dafiir, da8 von N betrachteten

Systeme zu einer zufillig herausgegriffenen Zeit ¢ zum Ge-
biete g,, ¢, zum Gebiete g,...¢ zum Gebiete g, gehoren,

1st also
1\¥ . N!
7 el .
'”_(l) el egl .. 2!

oder auch, da &, & +- - &, als sehr groBe Zahlen zu denken sind:

e=1

log W = konst. — D> slogs.

g=1
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Ist 7 groB genug, so kann man hierfir ohne merklichen Fehler
setzen: '

log /¥ = konst. — [slogedp, ... dp,.

In dieser Gleichung bedeutet #” die Wahrscheinlichkeit dafir,
daB die bestimmte, durch die Zahlen ¢, ,...5, bez. durch
eine bestimmte Funktion & von p,...p, gemaB Gleichung (2)
ausgedriickte Zustandsverteilung zu einer bestimmten Zeit

herrscht.

Ware in dieser Gleichung & =konst., d. L. von den p, un-
abhingig zwischen den betrachteten Energiegrenzen, so wire
die betrachtete Zustandsverteilung stationir, und; wie leicht
zu beweisen, der Ausdruck fiir die Wahrscheinlichkeit # der
Zustandsverteilung ein Maximum. Ist ¢ von den Werten der
p, abhingig, so 1aBt sich zeigen, daB der Ausdruck fiir log #
fur die betrachtete Zustandsverteilung kein Extremum besitzt,
d. h. es gibt dann von der betrachteten Zustandsverteilung
unendlich wenig verschiedene, fiir welche 7 grofer ist.

Verfolgen wir die betrachteten X Systeme eine beliebige
Zeit hindurch, so wird sich die Zustandsverteilung, also auch #”
bestindig mit der Zeit andern, und wir werden anzunehmen
haben, daB immer wahrscheinlichere Zustandsverteilungen auf
unwahrscheinliche folgen werden, d. h. daB # stets zunimmt,
bis die Zustandsverteilung konstant und # ein Maximum ge-
worden ist.

In den folgenden Paragraphen wird gezeigt, daB aus
diesem Satze der zweite Hauptsatz der Thermodynamik ge-
folgert werden kann.

Zunichst 1st:

—f«s’loge'dpl...dpng—‘—felogsdpl...dpn,

wobei durch die Funktion ¢ die Zustandsverteilung der N Systeme
zu einer gewissen Zeit # durch die Funktion ¢ die Zustands-
verteilung zu einer gewissen spiteren Zeit ¢ bestimmt, und
die Integration beiderseits tiber alle Werte der Variabeln zu
erstrecken ist. Wenn ferner die GroBen loge und logé der
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einzelnen unter den N Systemen sich nicht merklich von ein-
ander unterscheiden, so geht, da

fedpl...dpn::fe'd_pl...dpn=N,
die letzte Gleichung iiber in:
(6) — log ¢ = — loge.

§ 8. Anwendung der gefundenen Resultate auf einen
bestimmten Fall.

Wir betrachten eine endliche Zahl von physikalischen
Systemen ¢y, o, . .., welche zusammen ein isoliertes System
‘bilden, welches wir Gesamtsystem nennen wollen. Die Systeme
Gy, G, - .. sollen thermisch nicht merklich in Wechselwirkung
stehen, wohl aber konnen sie sich adiabatisch beeinflussen.
Die Zustandsverteilung eines jeden der Systeme gy, 0, ..., die
wir Teilsysteme nennen wollen, sei bis auf unendlich kleines
eine stationdre. Die absoluten Temperaturen der Teilsysteme
konnen beliebig und voneinander verschieden sein.

Die Zustandsverteilung des Systems o, wird sich nicht
merklich von derjenigen Zustandsverteilung unterscheiden, welche
gelten wiirde, wenn o, mit einem physikalischen System von
- derselben Temperatur in Berithrung stinde. Wir konnen daher
dessen Zustandsverteilung durch die Gleichung darstellen:
dwl “w 2h(1) E(1)fdp(1) (113’
wobel die Indizes (1) die Zugehongkelt zum Teilsystem ¢, an-
deuten sollen.

Analoge Gleichungen gelten fiir die iibrigen Teilsysteme.
Da die augenblicklichen Werte der Zustandsvariabeln der ein-
zelnen Teilsysteme von denen der anderen unabhéingig sind,
so erhalten wir fiir die Zustandsverteilung des Gesamtsystems
eine Gleichung von .der Form

-2, E,
(1) dw=dw, .dw, ... = ‘fdp1 .dp,,

wobei die Summatlon iiber alle Systeme, dle Integration ,iber
das beliebige in allen Variabeln des Gesamtsystems unendlich
kleine Gebiet ¢ zu erstrecken ist.
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Wir nehmen nun an, da8 die Teilsysteme o,, o, ... nach
einer gewissen Zeit in beliebige Wechselwirkung zueinander
treten, bei welchem Prozesse aber das Gesamtsystem stets
ein isoliertes bleiben moge. Nach Verlauf einer gewissen Zeit
moge ein Zustand des Gesamtsystems eingetreten sein, bei
welchem die Teilsysteme o, 0, . .. einander thermisch nicht
beeinflussen und bis auf unendlich kleines sich im stationfiren
Zustand befinden.

Es gilt dann fiir die Zustandsverteilung des Gesamtsystems
eine Gleichung, welche der vor dem Prozesse giiltigen voll-
kommen analog ist:

@) dw =dw . dwy ... = e fdpl

Wir betrachten nun & solcher Gesa,mtsysteme Fir jedes
derselben gelte bis auf unendlich kleines zur Zeit ¢ die Glei-
chung (7), zur Zeit ¢ die Gleichung (7). Es wird dann die
Zustandsverteilung der befrachteten & Gesamtsysteme zu den
Zeiten ¢ und ¢ gegeben sein durch die Gleichungen:

c,y—Zh,,,'E,,
> ( ).d

dN,=DN.e py---dp,.

d.Ntr=N.eZ( ~ 2 Ey) .dp, ...dp,.

Auf diese beiden Zustandsverteﬂungen wenden wir nun die
Resultate des vorigen Paragraphen an. Es sind hier sowohl die

cy 2h,,,,
e=LN.e 2 %)

als auch die
¢~ 2h, E,)

£'=N.e2("

fir die einzelnen der N Systeme nicht merklich verschieden,
sodaB wir Gleichung (6) anwenden konnen, welche liefert

SeRE —=SehE— ),
oder indem man beachtet, daB die GréBen 2 by B — ¢,
2hy E, —c,, ... nach § 6 bis auf eine universelle Konstante
mit den Entropien §,, 8, . .. der Teilsysteme tibereinstimmen:
(8) Sl’+§2’+...581+82+.

d. h. die Summe der Entropien der Teilsysteme eines isolierten

Systems ist nach einem beliebigen Prozesse gleich oder grofer
als die Summe der Entropien der Teilsysteme vor dem Prozesse.
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§ 9. Herleitung des zweiten Hauptsatzes.

Es liege nun ein isoliertes Gesamtsystem vor, dessen Teil-
systeme #, M und =), =, ... heilen mégen. Das System #,
welches wir Wiarmereservoir nennen wollen, besitze gegen das
System M (Maschine) eine unendlich grofle Energie. KEbenso
sei die Energie der miteinander in adiabatischer Wechsel-
wirkung stehenden Systeme 2|, 2, ... gegen diejenige der
Maschine M unendlich grof. Wir nehmen an, daBl die simt-
" lichen Teilsysteme M, #, 3|, =, ... sich im stationiren Zu-

stand befinden.

| Es durchlaufe nun die Maschine M einen beliebigen Kreis-
prozeB, wobei sie die Zustandsverteilungen der Systeme 2, %, . ..
durch adiabatische Beeinflussung unendlich langsam &ndere,
d. h. Arbeit leiste, und von dem Systeme # die Wirme-
menge Q aufnehme. Am Ende des Prozesses wird dann die
gegenseitige adiabatische Beeinflussung der Systeme 27, = . ..
eine andere sein als vor dem Prozesse. . Wir sagen, die
Maschine M hat die Warmemenge @ in Arbeit verwandelt.

Wir berechnen nun die Zunahme der Entropie der ein-
zelnen Teilsysteme, welche bei dem betrachteten Prozefi ein-
tritt. Die Zunahme der Entropie des Wirmereservoirs # be-
tragt nach den Resultaten des § 6 — /7, wenn 7 die absolute
Temperatur bedeutet. Die Entropie von M ist vor und nach
dem ProzeB dieselbe, da das System M einen KreisprozeB
durchlaufen hat. Die Systeme =, =, . .. &ndern ihre Entropie
wahrend des Prozesses iiberhaupt nicht, da diese Systeme nur
unendlich langsame ‘adiabatische Beeinflussung erfahren. Die
Entropievermehrung 8§ — § des Gesamtsystems erhalt also
den Wert 0

§—8=— -
Da nach dem Resultate des vorigen Paragraphen diese GrofBe
8§ — 8 stets =0 ist, so folgt
Q=0.
Diese Gleichung spricht die Unmdglichkeit der Existenz eines
Perpetuum mobile zweiter Art aus.

Bern, Januar 1903.
(Eingegangen 26. Januar 1903.)




